Linguagens e Gramaticas Livre

do Contexto GLC — Exemplo Informal

m  Agora sera considerada uma classe de linguagens maior que as m Considere Lpa = {w O y* | w = wR}. Por exemplo otto,
regulares, uma vez que a maioria das linguagens nao séo regulares; madamimadam DLpaI'

m Linguagens Livre do Contexto (LCC) possuem um papel importante f - . . .
para as linguagens naturais desde 1950 e para compiladores desde ® Seja L ={0,1} e supde-se que Lpa' € regular. Seja n dado pelo

1960: lema do bombeamento. Entéo 0"10" (L, Ainda lendo 0" o
' AF deve fazer um loop; ao omitir-se o loop, tem-se que a

- . . ’ palavra ndo pertence a linguagem. Contradig&o!!
= Graméticas Livre do Contexto (GLC) constituem a base da sintaxe

BNF;
= Define-se L, recursivamente:
= Recentemente, LLC tém sido usadas para descrever formatos de — Base: ¢, 0, 1 séo palindromos;
documentos via DTD (document-type definition) usado no XML — Passo Indugdo: Se w é um palindromo, entdo tb sédo Ow0 e 1w1;
(extensible markup language). Nada mais é um palindromo.

GLC — Exemplo GLC — Definicdo Formal

= GLC é um mecanismo formal de definigdes de linguagens m Uma gramaética livre do contexto é uma quadrupla:
livre do contexto. Por exemplo L.
1poe G=(V,T,P,9S)
2.P-0
3P-1 Onde:
4.P - OPO
5.P . 1P1 =V é um conjunto finito de variaveis;
» 0e 1 s30 simbolos terminais: = T & um conjunto finito de simbolos terminais;
« P & uma variavel (nao-terminal); m P é um conjunto finito de produgdes da forma A —
' o, onde A é uma variavel e o O (V O T)*.
m P é o simbolo inicial desta gramatica; m S é a variavel inicial.

m 1-5sdo regras de producgéo.




Exemplos GLC

= Exemplo 1 (palindromos):
Gpal = ({P}v {0, 1}, A, P), onde

A={P -¢&P>1P - 0,P - 0P0O,P - 1P1}. Ou, de maneira
similar,

A={P - €|1|0|0PO|1P1}.

= Exemplo 2 (express@es regulares): ER’s sobre o alfabeto {0,
1} pode ser definidas pela

Goxeg= UE}, {0, 1}, A, E), onde
A={E - 0| 1| EE|E+E|E*| (E)}

»  Exemplo 3 (expressdes simples): L((a+b)*(a+b+0+1)). Tais
expressdes sdo definidas pela gramatica:

G=({E}, {+x (,),a b, 0,1}, P, E), onde
P={E | |E+E | EXE | (E),| - a|b|la|lb]10]I1}.

Derivacoes

= Inferéncia Recursiva: usando produgées do corpo para
cabeca;

= Derivagfes: usando producdes da cabega para o corpo.

m Exemplo de Inferéncia Recursiva:

String Lang | Prod | String(s) used
MD]a I 5 -
@) b I 6 -
i) | b0 I 9 (i
(iv) | 60O I 9 (i)
v)|a E 1 H
(vi) | 0O E 1 ()
(vii) | a + 500 E 2 (v). (vi)
(viti) | (a4 500) E a4 (vii)
(ix) | a+(a+b00) | B 3 (v), (viii)

Derivacdes

= SejaG=(V,T,P,S)umaGLC,AOV, {a, Bt O(VOT)* eA
-yOP.

Escreve-se:
aAB O G ayB, ou simplesmente, aAB O ayp

Isto é, aAp deriva ayp.
Defini¢do Indutiva (O *) fecho reflexivo e transitivo de O .

— Base:sejaa O(VOT)* Entdoa 0*a
— Inducdo: sead*BeBO*y entdoad* y

' Exemplo Derivacgéo

m Derivagdo de a x (a + b00) a partir de E para a gramatica:
G=({EI} {+x (,), a b, 0,1}, P, E), onde
P={E - I|E+E|EXE|(E),l - a|b|la|lb|I0]I1}.

EOExEDOIXEO axEDO ax(E)0 ax(E+E)O ax(I+E)
Oax(@+E)y0ax@+N)dax(@+10)d ax(a+100)0 a
X (a + b00)

Obs.:

1. A cada passo pode existir mais de uma possibilidade de
derivacgdo. Ex.: IXE O I x (E) O ax (E).

2. Nem todas as possibilidades levam a uma string particular.
Ex.: EO E+E néo leva a a x (a + b00).




Derivacfes Mais a Esquerda e
Mais a Direita

= Derivacdo mais a esquerda (O ,,): sempre substitui a variavel
mais a esquerda por uma das regras de produgao; Ex.:
derivacao anterior.

m Derivagéo mais a direita (O ,,,): sSempre substitui a variavel
mais a direita por uma das regras de producao; Ex.:

EOEXEOExXx(E)OEx(E+E)OEx(E+1)O Ex(E+10)
O Ex(E+100)0 Ex (E+b00)O Ex (1+b00)0 Ex (a+
b00) O Ix (a+b00) O ax (a+ b00)

Pode-se concluir que E O *, ax (a + b00)

Linguagem de uma Gramatica

m SejaG=(V, T, P, S)alinguagem de G é:
L(G)={w O T*|SO*;w}

Isto é, o conjunto de strings sobre T* que séo derivadas a partir
do simbolo inicial. Se G é uma GLC, entdo L(G) € uma LLC.

Ex.: L(G,,) € uma linguagem livre do contexto.

Definicdo (Forma Sentencial): Seja G = (V, T, P, S) uma GLC,
ea d(VOT)* Se:
sO*a

Diz-se que a é uma forma sentencial.

Formas Sentenciais

Se S 0 ,,* a diz-se que a é uma forma sentencial esquerda.
Se S O ,,* a diz-se que a é uma forma sentencial direita.

Note que L(G) sédo todas as formas sentenciais que estdo em
T*.

Exemplo 1: E x (I + E) é uma forma sentencial (que nao é Im
nem rm), pois:

EOExEOEx(E)O Ex(E+E)O Ex(I+E).

Exemplo 2: a x E é uma forma sentencial a direita, pois:
EOExEDOIXEDO axE

Arvores de Derivagéo

= Se w 0 L(G), para alguma GLC, entdo w possui uma arvore
de derivagdo, a qual informa a estrutura sintatica de w;

= w poderia ser um programa, um documento XML, etc.

= Arvores de derivac&o constituem uma representagéo
alternativa para derivacdes e inferéncias recursivas;

m Podem existir varias arvores de derivagédo para mesma string;

= |dealmente deveria existir somente uma arvore de derivacéo
(a de estrutura “verdadeira”) para cada string, i.e. a linguagem
deveria ser livre de ambigiidades;

= Infelizmente, nem sempre é possivel remover ambigiidades.




Construcéo de Arvores de
Derivacéo

SejaG = (V, T, P, S) uma GLC. Uma arvore € uma arvore de
derivacdo para G se:

1. Cada né interior é rotulado por uma variavel em V;

1. Cada folha é rotulada por um simboloem V O T O {g}. Se
uma folha é rotulada por €, entéo ela deve ser a Ginica
derivacdo “filha” de seu “pai”.

2. Se um n6 interior é rotulado por A, e seus “filhos” da
esquerda para direita possuem respectivamente os rétulos:

X1 X1 comr X
ENto A — X,X,...X, O P.

Exemplo 1

m Para a gramatica (a esquerda) a arvore (a direita) € uma
arvore de derivacédo que mostra a derivagdo de E O * I+E:

E I

E-E+E “

E_.ExXE /‘\

E-® E - E
I

Exemplo 2

m Para a gramatica (a esquerda) a arvore (a direita) € uma
arvore de derivagdo que mostra a derivacédo de P O * 0110:

P_e P

o I

P - OPO 0 P 0

P - 1P1 /‘\
' 1 P 1
' |

€

A producio de uma Arvore de
Derivacéo

m A producéo de uma arvore de derivacao é a string
de folhas da esquerda para direita.

S&o importante aguelas arvores que:
1. A producao é uma string terminal
2. Araiz é rotulada pelo simbolo inicial

Observe que o conjunto de resultados destas arvores
importantes constituem a linguagem da gramatica.




Exemplo 3 e

= Ao lado uma arvore

(importante) de derivacéo
que produz: | ‘
ax (a+b00) I 1

Equivaléncia

SejaG=(V, T, P, S)umaGLC, e A O V. Mostra-se a
equivaléncia de:

1. E possivel determinar por inferéncia recursiva que w esta na
linguagem de A;

2. A*w

3. AD*,weAD* w

4. Existe uma arvore de derivacédo de G com raiz A e produgdo
w.

Parse
Leftmost =~ tree

derivation / \
/ Rightmost

Derivation =——— derivation Recursive

\—/ tuference

De Inferéncias para Arvores

m (Teorema 1) Seja G =(V, T, P, S) uma GLC, e suponha
que w esta na linguagem da variavel A. Entéo existe uma
arvore de derivacdo para G com raiz A e produto w.

Prova (por indug&o no tamanho da inferéncia):

Base: (um passo de inferéncia) Entao deve ter sido usado uma
producé@o A - w. A arvore de derivacéo correspondente é
representada a seguir:

A

PN

_-_— g —

Teorema 1 (cont.)

Indugédo: Suponha que w € inferida em n+1 passos. Suponha que o

Gltimo passo foi baseado na produgdo: A — X;X,...X, onde X; 0V O
T.

Podemos particionar w como w,w,...w, onde w, = X;, se X; 0 T ou w, foi
previamente inferida, estando na linguagem de X; em no maximo n
passos.

Pela hipétese de indugéo existem i arvores de derivagédo com raiz X; e
producéo w;. Entéo a seguir é representada uma arvore de
derivacdo para G com raiz A e produgdo w:

//A\

W] WZ P

Wk




De Arvores para Derivacdes

(Teorema 2) Seja G =(V, T, P, S) uma GLC, e suponha que
existe uma arvore de derivagdo com raiz A e produgéo w.
Entdo A O *,,, wem G.

Prova (por indugdo na altura da arvore):

Base: A arvore de altura 1 é representada a seguir.
Conseqlientemente A - we A O, w.

A

- gy ————

Teorema 2 cont.

Indugdo: Altura n+1. A arvore é representada a seguir.

Ent&o w=w,w,...w,, onde:

1. SeX;OT, entdow, =X X X

2. Se X;OV, entdo X; O*,w, ! . £

em G pela Hl. A A
w 1 W 2 . 'Wk

Mostra-se que A O *, w provando por indugdo que:
O, A O * 0 WaWo W, X1 Xipe- Xy

PN

Teorema 2 cont.

Base: Seja i = 0. Sabe-se que A 0%, X;X,...X,.

Hipotese de Inducéo: A O *, wyw,...w ; XX, ... X,
Passo:

(Caso 1) X; O T. Entéo, X; = w, resultando A 0 *, W, W,...W,; WX, ;...X,

(Caso 2) X; 0 V. Pela Hl existe uma derivagdo X, O ,, o, O, 0,0, ...

0 W;. Entéo:

A D i WyWo Wy XXX O %y
Wy W Wi O Xy X T iy
Wy W Wy O X X O %y

W Wo. Wig WX X

Exemplo

m A primeira sub-arvore, possui a /
derivacao: E

* E
E0plO,a | I

( E )

» A terceira sub-arvore possui a ‘ I
derivagao: a E + E

EO0,, (E) Oy, (E+E) O, (14E) 0, \ |
@E)0,@+)0,@+10)0,(a I I
+100) O, (a + b00) ‘ / \

Para a derivacéo de toda arvore / \
comegamoscomE O, ExEe
expandimos o primeiro E pela I 0
primeira derivagéo e o segundo E \
pela segunda derivagao. "




