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Equivalência e Minimização de Equivalência e Minimização de 
AutômatosAutômatos

�� Seja um AFD Seja um AFD A = (Q, A = (Q, ΣΣ, , δδ, q0, F), q0, F) e {p, q} e {p, q} ⊆⊆ Q. DefineQ. Define--
se:se:

–– p p ≡≡ q q ⇔⇔ ∀∀ w w ∈∈

��

*, *, δδ(p, w) (p, w) ∈∈ F F ssesse δδ(q, w) (q, w) ∈∈ F;F;

��

Se p Se p ≡≡ q q dizdiz--se se queque p e q p e q sãosão equivalentesequivalentes;;

�� Se p Se p nãonão equivaleequivale a q a q dizemosdizemos queque p e q p e q sãosão distintosdistintos;;

–– Em outras palavras, p e q são distintos Em outras palavras, p e q são distintos ssesse existe uma existe uma 
palavra w  tal que: palavra w  tal que: δδ(p, w) (p, w) ∈∈ F e F e δδ(q, w) (q, w) ∉∉ F, ou viceF, ou vice--versa.versa.

ExemploExemplo

�� δδ(C, (C, εε) ) ∈∈ F e F e δδ(G, (G, εε) ) ∉∉ F F 

��

C não equivale C não equivale àà GG

�� δδ(A, 01) = C (A, 01) = C ∈∈ F e F e δδ(G, 01) = E (G, 01) = E ∉∉ F F 

��

A não equivale A não equivale àà GG

ExemploExemplo
(cont.)(cont.)

��

Analisando os estados A e E:Analisando os estados A e E:

–– δδ(A, (A, εε) ) ∉∉ F e F e δδ(E, (E, εε) ) ∉∉ FF

–– δδ(A, 1) = F = (A, 1) = F = δδ(E, 1) =(E, 1) = FF

–– δδ(A, 1x) = (A, 1x) = δδ(E, 1x)(E, 1x)

–– δδ(A, 00) = G = (A, 00) = G = δδ(E, 00)(E, 00)

–– δδ(A, 01) = C = (A, 01) = C = δδ(E, 01)(E, 01)

Conclusão: A Conclusão: A ≡≡ EE

Computando Estados DistintosComputando Estados Distintos
(Estados Não(Estados Não--Equivalentes)Equivalentes)

��

Construir uma tabela relacionando os estados distintos, onde Construir uma tabela relacionando os estados distintos, onde 
cada par de estados ocorre somente uma vez.cada par de estados ocorre somente uma vez.

�� Algoritmo indutivo (Algoritmo indutivo (TableTable FillingFilling AlgorithimAlgorithim –– TFTF--algoalgo):):
–– Base:Base: Se p Se p ∈∈ F e q F e q ∉∉ F, então p não equivale F, então p não equivale àà q (o par (p,q) q (o par (p,q) 

deve ser marcado);deve ser marcado);

–– InduInduçção:ão: SupõesSupões--se se ∃∃ a a ∈∈

��

, onde , onde δδ(p, a) = r e (p, a) = r e δδ(q, a) = s e,(q, a) = s e,

�� Se r = s, então p Se r = s, então p éé equivalente a q e o par (p, q) não deve ser equivalente a q e o par (p, q) não deve ser 
marcado;marcado;

�� Se r Se r ≠≠ s e o par (r ,s) s e o par (r ,s) não estnão estáá marcado, então (p, q) marcado, então (p, q) éé incluincluíído em do em 
uma lista a partir de (r, s) para posterior anuma lista a partir de (r, s) para posterior anáálise;lise;

�� Se r Se r ≠≠ s e o par (r, s) ests e o par (r, s) estáá marcado, então (p, q) não marcado, então (p, q) não éé equivalente e equivalente e 
deve ser marcado. Caso (p, q) encabece uma lista de pares, entãodeve ser marcado. Caso (p, q) encabece uma lista de pares, então
marcar todos os pares da lista (e, recursivamente, se algum par marcar todos os pares da lista (e, recursivamente, se algum par da da 
lista encabelista encabeçça outra lista). a outra lista). 
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No exemplo:No exemplo:

Teorema:Teorema: Se p e q não são marcados na tabela pelo algoritmo anterior, Se p e q não são marcados na tabela pelo algoritmo anterior, 
então p então p ≡≡ q.q.

ProvaProva:: Suponha que (p, q) seja um par ruim tal que:Suponha que (p, q) seja um par ruim tal que:

1.1. Existe uma palavra w  onde: Existe uma palavra w  onde: δδ(p, w) (p, w) ∈∈ F e F e δδ(q, w) (q, w) ∉∉ F, ou viceF, ou vice--
versa, i. e., p e q não são equivalentes e,versa, i. e., p e q não são equivalentes e,

2.2. A tabela não distingue p de q;A tabela não distingue p de q;

Seja w = Seja w = aa11aa22......aann a menor palavra que identifica o par (p, q).a menor palavra que identifica o par (p, q).

Agora w Agora w ≠≠ εε desdedesde queque, de , de outraoutra maneiramaneira, , estariaestaria nana base base distinguindodistinguindo p p 
de q. de q. PortantoPortanto n n ≥≥ 1.1.

ProvaProva
(cont.)(cont.)

Considere os estados r = Considere os estados r = δδ(p, a1) e s =  (p, a1) e s =  δδ(q, a1). Agora, (r, s) não pode (q, a1). Agora, (r, s) não pode 
ser um par ruim desde que (r, s) deve ser identificado por uma ser um par ruim desde que (r, s) deve ser identificado por uma 
palavra menor do que w. Portanto, palavra menor do que w. Portanto, TFTF--algoalgo deve descobrir que r e s deve descobrir que r e s 
não são equivalentes.não são equivalentes.

MasMas entãoentão, TF, TF--algoalgo distingue p de q distingue p de q nana parteparte indutivaindutiva. Logo, . Logo, nãonão
existemexistem pares ruins e o pares ruins e o teoremateorema éé verdadeiroverdadeiro. . 

Equivalência de Linguagens Equivalência de Linguagens 
RegularesRegulares

Sejam L e M linguagens regulares (cada uma expressa de Sejam L e M linguagens regulares (cada uma expressa de 
alguma forma). Para testar se L = M devealguma forma). Para testar se L = M deve--se:se:

1.1. Converter ambas para AFD’s;Converter ambas para AFD’s;
2.2. Imaginar o AFD que é a união dos estados dos dois AFD’s Imaginar o AFD que é a união dos estados dos dois AFD’s 

(tecnicamente existem dois estados iniciais, mas o estado (tecnicamente existem dois estados iniciais, mas o estado 
inicial é irrelevante já que estamos testando a equivalência; inicial é irrelevante já que estamos testando a equivalência; 
então qualquer um pode ser considerado como o inicial);então qualquer um pode ser considerado como o inicial);

3.3. Se o Se o TFTF--algoalgo os dois estados iniciais são nãoos dois estados iniciais são não--equivalentes, equivalentes, 
então L então L ≠≠ M. Caso contrário, L = M.M. Caso contrário, L = M.

ExemploExemplo

Ambos AFD’s aceitamAmbos AFD’s aceitam

L(L(εε + (0 + 1)*0). + (0 + 1)*0). 

Portanto, os dois AFDPortanto, os dois AFD’’s s 
são equivalentes.são equivalentes.
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Minimização de AFD’sMinimização de AFD’s

É possível minimizar um AFD unificando os estados equivalentes É possível minimizar um AFD unificando os estados equivalentes 
a partir de a partir de TFTF--algoalgo. Basta substituir cada estado p pela p/. Basta substituir cada estado p pela p/≡≡

Ex.1Ex.1(slide 2) O AFD é formado pelas seguintes classes de (slide 2) O AFD é formado pelas seguintes classes de 
equivalência {{A, E}, {B, H}, {C}, {D, F}, {G}}equivalência {{A, E}, {B, H}, {C}, {D, F}, {G}}

Ex.2Ex.2(slide 8) A união dos AFD’s tem as seguintes classes de (slide 8) A união dos AFD’s tem as seguintes classes de 
equivalência {{A, C, D}, {B, E}}equivalência {{A, C, D}, {B, E}}

Obs.:Obs.: Para que p/Para que p/≡≡ seja uma classe de equivalência, a relaseja uma classe de equivalência, a relaçção ão ≡≡
deve ser uma reladeve ser uma relaçção de equivalência (reflexiva, simão de equivalência (reflexiva, siméétrica, trica, 
transitiva).transitiva).

TeoremaTeorema

(Transitividade) (Transitividade) Se Se p p ≡≡ q e q e q q ≡≡ r, então p r, então p ≡≡ r.r.

ProvaProva: Suponha que p não equivale a r. Então existe uma palavra w tal: Suponha que p não equivale a r. Então existe uma palavra w tal
que que δδ(p, w) (p, w) ∈∈ F e F e δδ(r, w) (r, w) ∉∉ F, ou viceF, ou vice--versa.versa.

Agora existem duas possibilidades: Agora existem duas possibilidades: δδ(q, w) (q, w) éé final ou não.final ou não.

Caso 1: Se Caso 1: Se δδ(q, w) (q, w) éé final . Então q não equivale a r. Contradifinal . Então q não equivale a r. Contradiçção!ão!

Caso 2: Se Caso 2: Se δδ(q, w) não (q, w) não éé final. Então q não equivale a p. Contradifinal. Então q não equivale a p. Contradiçção!ão!

A prova do viceA prova do vice--versa versa éé similar. Portanto, devesimilar. Portanto, deve--se ter p se ter p ≡≡ r.r.

MinimizaçãoMinimização

Para minimizar um AFD Para minimizar um AFD A = (Q, A = (Q, ΣΣ, , δδ, q0, F), q0, F) , , constrconstróóii--se um AFD se um AFD 
B = (Q/B = (Q/≡≡, , ΣΣ, , γγ, q0/, q0/≡≡, F/, F/≡≡),), ondeonde

γγ(p(p//≡≡, a) = , a) = δδ(p, a)(p, a)//≡≡..

Para que B esteja bem definido devemos mostrar que: Se Para que B esteja bem definido devemos mostrar que: Se p p ≡≡ qq
então então δδ(p, a)(p, a) ≡≡ δδ(q, a).(q, a).

SeSe δδ(p, a)(p, a) não equivale a não equivale a δδ(q, a)(q, a), então o , então o TFTF--algoalgo concluiria que concluiria que 
p não equivale a q, então B estão bem definido. Note tambp não equivale a q, então B estão bem definido. Note tambéém m 
que F/que F/≡≡ contcontéém apenas estados de aceitam apenas estados de aceitaçção de A. ão de A. 

ExemploExemplo

Minimizar o autômato: Minimizar o autômato: 
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AFN?AFN?

��

Não é possível aplicar a Não é possível aplicar a 
Minimização para AFN!Minimização para AFN!

ExemploExemplo: : 

Para minimizar o AFN ao lado Para minimizar o AFN ao lado 
basta remover o estado C, basta remover o estado C, 
embora A não equivale a C.embora A não equivale a C.

Unicidade do AFD minimizadoUnicidade do AFD minimizado

Seja B um AFD minimizado obtido pelo Seja B um AFD minimizado obtido pelo TFTF--algoalgo a a 
partir de A.partir de A.

SabeSabe--se que L(A) = L(B).se que L(A) = L(B).

Suponha que exista um AFD C equivalente com Suponha que exista um AFD C equivalente com 
menos estados do que B.menos estados do que B.

Aplicando o Aplicando o TFTF--algoalgo a união de B com C, desde que a união de B com C, desde que 
L(B) = L(C) teremos que L(B) = L(C) teremos que q0Bq0B ≡≡ q0Cq0C. Tamb. Tambéém m 
δδ((q0Bq0B, a), a) ≡≡ δδ((q0Cq0C, a), a), para qualquer , para qualquer aa. Assim:. Assim:

Para cada estado p em B existe pelo menos um estado q em C, Para cada estado p em B existe pelo menos um estado q em C, 
tal que p tal que p ≡≡ q.q.

ProvaProva:: Como não existem estados inacessComo não existem estados inacessííveis então p = veis então p = δδ((q0Bq0B, , 
a1a2a1a2..ak)..ak), para alguma palavra , para alguma palavra a1a2a1a2....akak. Agora q = . Agora q = δδ((q0Cq0C, , 
a1a2a1a2..ak)..ak), e p , e p ≡≡ q. q. 

Desde que C tem menos estados que B, devem existir dois Desde que C tem menos estados que B, devem existir dois 
estado r e s de B tal que r estado r e s de B tal que r ≡≡ t t ≡≡ s, para algum estado t de C. s, para algum estado t de C. 
Mas então r Mas então r ≡≡ s, o que s, o que éé uma contradiuma contradiçção, desde que B foi ão, desde que B foi 
construconstruíído pelo do pelo TFTF--algoalgo..


