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Prefacio

ESTE E UM TEXTO introdutério de logica e de sua filosofia. Apresen-
tando uma iniciagao a parte mais basica da logica, a chamada logica proposi-
cional, aproveitaremos para dicorrer sobre os sistemas logicos em geral e
sobre varios dos principais conceitos envolvidos. Deste modo, esperamos que
nao somente o leitor aprenda algo de logica, mas a entenda, o que certa-
mente é a parte mais dificil. A légica é uma disciplina que desenvolveu-se
enormemente a partir de meados do século XIX, tendo alcancado resultados
que em nada ficam devendo, seja em alcance, seja em profundidade, a qual-
quer area da matemética ou mesmo das ciéncias empiricas. Ademais, sua
contraparte filosofica tem grande relevancia e importa para discussoes em
variados campos do saber. Presentemente, a logica (melhor dizendo, os vari-
ados sistemas logicos) tem encontrado aplicacoes as mais diversas, da filosofia
a engenharia, passando pela matematica, pela computacao e pelas ciéncias
empiricas, fato este que nao deve passar desapercebido pelo cientista ou pelo
filosofo. Ademais, no decorrer do século XX, varios sistemas 'nao-classicos’
foram elaborados, e pode-se sem duvida sustentar que o surgimento das log-
icas nao-classicas constitui fato de importancia comparavel ao aparecimento
das geometrias nao-euclidianas no século XIX. Trata-se de um fen6meno que
pode ser dito constituir uma verdadeira 'revolucao cientifica’, ainda por ser
devidamente entendida e explorada.

Adentrar a este campo, compreender o seu assunto ou mesmo valer-se
de suas técnicas e contetudos, seja para cultivar a logica qua logica, ou para
discussoes em outras areas, requer disciplina e trabalho drduo. Nao ha outro
modo de aprender algo de logica sem trabalhar bastante. Também em logica,
como em geometria, nao ha caminho real.! Como ressaltou o matemaético Yuri

'Em seu livro de histéria da matematica, Carl Boyer menciona uma passagem de Pro-
clus Diadocus: "Ptolomeu uma vez perguntou a Euclides se havia um caminho mais curto
para a geometria do que o estudo dos Elementos, e Euclides lhe respondeu que nao havia
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Manin, contrariando uma opiniao do grande logico Barkeley Rosser, para
quem uma vez que uma demonstracao estivesse escrita em uma linguagem
formal, ela poderia ser seguida até mesmo por um idiota (a moron), para
Manin isso nao se da de forma alguma pois, segundo ele, a mente humana
nao estd adaptada para trabalhar com textos formais [Man77, p. 38]. Em
outras palavras, é preciso esfor¢o, mais para uns, menos para outros.

Este texto apresenta algumas das nocoes basicas sobre os sistemas logicos
em geral, podendo servir como uma primeira introducao ao assunto. Esta
primeira parte limita-se ao ambito do chamado célculo de proposicoes, seja
pela sua simplicidade, seja porque basta para que conceitos fundamentais
como os de sistema formal, de teorema, de teoria consistente, contradi¢ao
etc. possam ser introduzidos e trabalhados de forma precisa, e para que a
sua significacao filosofica seja discutida. Um bom conhecimento desses e
de outros conceitos certamente auxiliarao o leitor a compreender muito da
filosofia do século XX e das bases da ciéncia presente. Um segundo volume
estd sendo planejado, contendo a Logica de Primeira Ordem e com nocoes
sobre as logicas de ordem superior.

Iniciaremos o nosso estudo apresentando o conceito de Sistema (ou Teo-
ria) Formal e, apos a introdugao de alguns conceitos basicos relacionados a
esses sistemas, estuda-se o Calculo Proposicional Cléssico por meio de um
sistema formal. Entremeio o texto, varias informacoes complementares e
bibliografia adicional sao fornecidas com a finalidade de relacionar o assunto
com temas mais abrangentes, como sistemas envolvendo légicas nao classi-
cas e algumas sugestoes acerca de teorias fisicas. O texto segue muito de
perto algumas partes do livro Introduction to Mathematical Logic, de Elliot
Mendelson [Men87]|, que indicamos para leituras mais aprofundadas.

Este texto comecou a ser preparado para seminarios realizados na Univer-
sidade Federal de Santa Catarina, mas varios colegas sugeriram que ele pode-
ria ser Util em geral, motivo pelo qual esta sendo divulgado para um publico
mais amplo. Gostaria de agradecer a esses colegas sem precisar menciona-los
um a um, e sem que com isso queira comprometé-los com as eventuais falhas
ou omissoes que ainda se apresentam no texto.

Floriandpolis, Margo de 2003.
D. Krause

estrada real para a geometria"[Boy74, p. 74].
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Capitulo 1

Sistemas Formais

INICIAREMOS APRESENTADO o conceito de Sistema (ou Teoria) Formal,
e entao apresentaremos o Calculo Proposicional Classico por meio de um
sistema formal, quando noc¢oes sintaticas e semanticas relevantes serao in-
troduzidas, bem como serao apresentados alguns resultados meta-teéricos.
Acreditamos que o estudo desta pequena parte da logica atual tem grande
importancia, pois fornece excelente oportunidade para que se possam discutir
conceitos que se aplicam a sistemas formais em geral e para estudos posteri-
ores envolvendo quantificacao, as logicas de ordem superior, os fundamentos
da teoria dos conjuntos, da matematica e mesmo da contraparte matematica
das disciplinas das ciéncias empiricas.

O conceito de sistema formal sedimentou-se a partir do final do século
XIX, em grande parte devido a contribuicao do matematico alemao David
Hilbert. Em linhas gerais, trata-se da contraparte formal de um sistema ax-
iomatico. Esses sistemas, ao que tudo indica, tiveram origem com os gregos
antigos, como Arquimedes, tendo no entanto a obra de Euclides de Alexan-
dria, os FElementos se tornado a referéncia mais popular quanto ao uso do
método axioméatico. Posteriormente, os sistemas axiomaticos foram utiliza-
dos amplamente, como por Issac Newton e varios outros cientistas. A difer-
enca fundamental para os chamados sistemas axiomaticos modernos, origi-
nados principalmente com Hilbert, consiste em que os ‘tradicionais’ visavam
descrever por meio de axiomas determinados dominios ‘fixos’ do conheci-
mento, sendo que esses axiomas deviam ser tomados, como se pensava a
época, como ‘verdades evidentes’ acerca desses dominios. Hilbert mostrou
que isso nao precisa ser assim; dizia que a geometria nao se alteraria em
nada se palavras como ponto, reta e plano (que constavam dos axiomas de
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Euclides) fossem substituidas respectivamente por caneca, garrafa de cerveja
e mesa.! Isso veio indicar que os sistemas axioméaticos nao precisam ‘carregar’
o significado intuitivo dos conceitos que encerram, ainda que esses em geral
tenham algum significado quando da proposta do sistema. Esse contetido, no
entanto, nao deve desempenhar qualquer papel na derivacao dos teoremas,
que é o que fundamentalmente se busca com o uso de sistemas axiomaticos.

Neste texto, veremos uma introducao ao estudo desses sistemas. Acred-
itamos que as explicacoes sobre a sua importancia, bem como uma mais
ampla compreensao do seu papel, possa ser melhor alcancada apos o leitor
ter ‘sujado as maos’ em alguma medida. Vamos portanto a isso sem demoras.

1.1 O conceito de sistema formal

Um Sistema Formal F é caracterizado quando sao especificados os seguintes
itens:

(I) E dado um conjunto nao vazio cujos elementos sdo denominados formulas
de F. Ainda que a definicao geral nao precise se ocupar com natureza desses
objetos, para os sistemas que trabalharemos isso pode feito do seguinte modo.

(a) Inicialmente, especifica-se a linguagem de F, que denominaremos L.
Para tanto, é dado um conjunto S, em geral contével (finito ou enumeréavel)
de simbolos, ditos simbolos primitivos de F. Uma seqiiéncia finita de tais
simbolos é denominada ezpressao de L. Estes simbolos formam o alfabeto
bdsico de F.

(b) Seleciona-se entao um subconjunto do conjunto das expressoes de L,
que sao ditas expressoes bem formadas ou formulas de L. Este conjunto
serd simbolizado por F. O modo de se distinguir entre meras expressoes e
formulas é dado pelas regras gramaticais de L, conforme veremos abaixo.

(IT) Seleciona-se um subconjunto do conjunto de formulas, que serao de-
nominadas de ariomas de F. Em principio, nao ha qualquer critério para a
selecao dos axiomas; a tinica exigéncia é que sejam formulas de L. Isso sera
devidamente enfatizado a frente.

IPara maiores detalhes e referéncias, consultar o nosso trabalho Introducdo aos Fun-
damentos Axiomdticos da Ciéncia, S. Paulo, EPU 2002.
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(III) E dado um conjunto finito R;,..., R, de relacoes entre formulas, ditas
regras de inferéncia de F. Cada uma de tais regras R; tem uma aridade,
caracterizada por um tunico inteiro positivo n tal que, para cada conjunto de
n formulas aq, ..., ay,, e cada formula o, pode-se decidir de modo ‘efetivo™
se a formula « estd ou nao na relacao R; com as n formulas dadas. Caso
afirmativo, a formula « é dita ser conseqiiéncia direta, pela regra R;, das n
formulas, que sao ditas premissas da regra.

Uma forma mais precisa de caracterizar o que seja uma regra de inferéncia
é dizer que cada R; é um subconjunto do produto cartesiano P(F) x F; se
um par ({ai,...,a,},a}) € R;, caso em que « é conseqiiéncia direta pela
regra I?; das n formulas o, escrevemos

ag, ..., Q
o pa— (R,).

Mais & frente, veremos as principais propriedades relacionadas a este con-
ceito. Como exemplos de regras de inferéncia ’classicas’ (validas na logica
classica), temos o Modus Ponens (MP), o Modus Tolles (MT) e a Redugao
ao Absurdo (RA), dentre outras. Exemplos de inferéncias usando-se essas
regras serao dadas abaixo na secao 1.5.

No caso das formulas serem dadas como acima, ou seja, sendo erigidas a
partir de certos simbolos, as regras de inferéncia referem-se apenas a estrutura
sintatica dessas formulas, e nao ao que eventualmente elas signifiquem. Esta
é a principal caracteristica da palavra 'formal’ usada acima. O papel da
intuicao é tornado minimo, de forma que as derivagoes realizadas no ambito
de um sistema F nao utilizem nada além do que explicitamente é declarado
na descricao de F.

Geralmente, é adequado que haja um procedimento efetivo para se saber
se uma dada expressao é ou nao uma féormula. Quando ha um tal processo
para se saber se uma dada formula é ou nao um axioma de F, entao F é dita
ser uma teoria aziomdtica.’

2Intuitivamente, um ‘processo efetivo’ é aquele que encerra instrucdes precisas, de com-
primento finito, para cada passso a ser realizado; em suma, podemos pensar como sendo
aqueles procedimentos que podem ser realizados por uma méquina. A definicdo rigorosa
requer o conceito de fungio recursiva. Para detalhes, ver [Men87, p. 165]).

3Mais precisamente, uma teoria axiomatica é aquela cujo conjunto de axiomas é re-
cursivo, e uma teoria é axiomatizavel se o conjunto de seus axiomas for recursivamente
enumerdvel. Para detalhes, ver [Men87, p. 211].
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O objetivo principal do estudo dos sistemas formais é o de dar um sig-
inificado preciso & noc¢ao de prova, ou demonstra¢dao. Aqui, seguiremos o
jargao usual e denominaremos o conceito a ser dado abaixo de prova, reser-
vando o termo ’'demonstragdo’ para resultados metamatematicos (essa dis-
tingdo aparecera abaixo).

O conceito formal de prova Uma prova em F é uma sequéncia finita
Bi,. .., B, de formulas (da linguagem de F)* tal que cada uma delas é ou
um axioma de F ou é conseqiiéncia direta, por meio de uma das regras de
inferéncia, de formulas precedentes da seqiiéncia. Um teorema (dito também
teorema formal) de F é uma formula « para a qual existe uma prova tal que
a ultima formula da sequéncia (de tal prova) é precisamente .

Para facilitar, muitas vezes escreveremos uma prova dispondo as formulas
em seqiiéncia do seguinte modo:

L b
2. [
n. By (=a)

Quando isso ocorre, escrevemos
l_]: «,

ou simplesmente - «, se nao houver risco de confusao. Se F é um sistema
formal no sentido acima, em geral nao ha um procedimento efetivo (um al-
goritmo) para se determinar (em um ntmero finito de etapas) se uma dada
formula é ou nao um teorema de F. Sistemas para os quais ha um tal pro-
cedimento sao ditos decidiveis. O Sistema MAIS exemplificado a seguir é
decidivel, ainda que nao facamos a prova deste fato aqui. Muitos sistemas
importantes nao tém esta propriedade, como a aritmérica e mesmo a logica
de primeira ordem. O sistema que estudaremos a frente, o chamado Célculo
Proposicional Cléssico, é decidivel, como veremos. Importa notar aqui que
o maior uso dos sistemas formais nao é exatamente a obtencao de provas
(e teoremas) dentro de seu escopo, mas usa-los para provar fatos acerca de
outros sistemas.

4Isso ficara sempre pressuposto no que se segue.
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Um sistema formal é nao-trivial quando ha pelo menos uma féormula de
sua linguagem que nao é um teorema, e trivial em caso contrario. Este
conceito desempenhara papel relevante mais a frente.

1.2 O Sistema MAIS

Vamos dar um exemplo de sistema formal.> Chamaremos de MAIS o sistema
cuja linguagem tem como simbolos primitivos unicamente +, = e *. Uma
formula é uma expressao do tipo x +y = 2, onde z, y e z contém somente o
simbolo *. Por exemplo, ** 4+ %% = s%%x%% ¢ uma formula, mas *x*x ++ ==
nao é.
O tnico axioma de MAIS é a formula * + % = xx. As regras de inferéncia
sao
rry=z (R1) e Try==2 (R2).
Tk +y = 2% y+xr==z
E facil ver que * % % + % % % = # % % * % & um teorema de MAIS. Com
efeito, temos a seguinte prova:

1. % + %= %x Axioma
2. xx k= xxx 1, R1
3. kkk b ok = K kokk 2, R1
4. % 4 kox ok = %k okk 3, R2
D, kk b okokx = kok ok ok % 4, R1
6.  kokk - ok kok = sk k k k k% 5, R1

Na coluna da direita, indica-se de onde e por que as derivagoes foram
realizadas. O que importa relativamente aos sistemas formais nao é unica-
mente o que se pode realizar no seu interior, mas em discussoes sobre esses
sistemas. Por exemplo, a respeito do sistema MAIS, podemos dizer varias
coisas, como se exemplifica a seguir com o conceito de verdade.

Pode-se definir o seguinte conceito de verdade em MAIS da seguinte
forma. Dizemos que uma férmula x + y = z é verdadeira se o nimero
total de ocorréncias de * do lado esquerdo da igualdade é igual ao niimero de
ocorréncias deste mesmo simbolo do lado direito da igualdade. Por exemplo,

5Conforme [Hod95, pp. 8ss].
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% % + % k = % % %k & verdadeira, enquanto que * % +% = % nao é (neste caso,
diremos que ela é falsa). Podemos entao mostrar que todos os teoremas de
MALIS sao verdadeiros. Para tanto, usamos uma técnica bastente comum e
importante, conhecida como Induc¢ao sobre Teoremas de um sistema formal,
e que consiste basicamente no seguinte.

Inducao sobre teoremas Seja F um sistema formal e P uma propriedade
que se aplica as formulas do sistema. O que queremos é mostrar que todos
os teoremas de F tém esta propriedade (por exemplo, de serem ‘verdadeiros’
no sentido acima, em se tratando de MAIS). Isso se faz do seguinte modo :
(1) Inicialmente provamos que todos os axiomas de F tém a propriedade P.
(2) Em seguida, para todas as regras de inferéncia de F, provamos que se as
premissas das regras tém a propriedade P, entao suas conclusoes também a
tém.

No caso exemplificado, é facil ver que o tnico axioma de MAIS tem a
propriedade definida de ‘ser verdadeira’, e que se as premissas das regras
(R1) e (R2) a tém, suas conclusdes também. Assim, todos os teoremas de
MALIS sao verdadeiros, como queriamos provar.

Exercicio 1.2.1 Justifique detalhadamente a ‘prova’ dada acima de que to-
dos os teoremas de MAIS sao verdadeiros conforme a definicao dada.

Exercicio 1.2.2 Mostre que x + *x = xx € um teorema de MAIS.

Este ultimo exercicio tem um significado interessante. Ele mostra um
fato geral: todo axioma de um sistema formal é um teorema desse sistema.
Isso pode parecer estranho, pois (em geral) fomos acostumados com a idéia
de que os teoremas seguem-se dos axiomas por demonstracao, e que axiomas
nao se demonstram. Isso de certo modo tem a sua razao de ser, e remonta
a propria origem dos sistemas axioméaticos. Ja Aristoteles dizia que "Toda
ciéncia demonstrativa deve iniciar com principios indemonstraveis pois, de
outro modo, os passos da demonstracao nao teriam fim".% No entanto, tendo
em vista a definicao dada de 'prova’, para obtermos uma prova de um axioma
de F basta que o escrevamos, ou seja, a prova constard de uma tnica linha
contendo o proprio axioma. Isso nao contraria o dito de Aristoteles, pois o
axioma nao foi obtido de ’outros principios’.

6Citado em [?, p. 3.
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Exercicio 1.2.3 Mostre que * % + % %% = * * % % * ¢ um teorema de MAIS,
mas que * x 4% = x %k nao é.

Teorema e Metateorema, I Perceba o que esta envolvido com este exer-
cicio: no primeiro caso, basta encontrar uma prova para a formula que é um
teorema. No segundo caso, o fato de nao encontrarmos uma prova nao indica
que ela nao exista. No entanto, face ao resultado acima, podemos notar que
a segunda formula nao é verdadeira na acepcao definida e que portanto nao
¢ um teorema. E claro que este mesmo procedimento poderia ser usado para
a primeira formula, mostrando que ela é verdadeira. O resultado que afirma
que "Todo teorema de MAIS é verdadeiro"é um teorema sobre (acerca) do
sistema MAIS, mas a demonstracao dada para ele nao foi do tipo 'construir
uma prova’ tal como dito acima. Trata-se de um metateorema do sistema,
e em sua demonstracao foram utilizados recursos mais potentes que aque-
les exprimiveis em MAIS. Essa distingao entre teorema e metateorema dos
sistemas formais é importante e seré enfatizada novamente abaixo.

Exercicio 1.2.4 Construa um sistema formal MULT nos mesmos moldes
que MAIS que reflita a multiplicagao de niimeros naturais nao nulos de modo
que, por exemplo, * % X * %% = * % % % %k seja teorema desse sistema. (Dica:
parta do sistema MAIS e acrescente mais um simbolo a sua linguagem: Xx.
Redefina o conjunto das formulas; considere um axioma adicional, * X *x = x e
as regras adicionais (R3) xxy = z /xxxy = z+ye (R4) xxy = z /yxx = 2).

Exercicio 1.2.5 |O sistema MIU| Um exemplo interessante de sistema for-
mal foi apresentado por Douglas Hofstadter em seu livro Gédel, Escher, Bach:
An Eternal Golden Braid. O alfabeto de MIU consiste dos seguites simbolos:
M, I, U. As formulas sdo ocorréncias nao vazias de simbolos do alfabeto. O
tinico axioma é Ml e ha quatro regras de inferéncia: (Regra I) A qualquer
formula terminada com |, pode-se acrescentar um U no final (ou seja, se zl
¢ um teorema, entdo zlU é um teorema); (Regra II) Dada qualquer féormula
do tipo Mz, pode-se duplicar a parte apds o M inicial, obtendo-se Mzz; (Re-
gra III) Se trés | ocorrem consecutivamente em uma formula, eles podem ser
substituidos por um U; (Regra IV) Dois U consecutivos podem ser deletados
de qualquer teorema. Um exemplo de um metareorema é o seguinte exer-
cicio:” mostre que MUIU é um teorema deste sistema, mas que MU nao é.

"Para uma detalhes, ver [Hof80, pp. 260-1], [Cam00, pp. 57-8]. O livro de Cameron
tem um site associado: www.maths.qumw.ac.uk/ ~ pjc/slc.
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Aqui vai um resumo da solucao: a primeira parte é bastante simples; quanto
a segunda, basta verificar que as quatro regras de inferéncia ’preservam a
multiplicidade por 3’: a primeira e a quarta nao alteram o nimero de I’s
em um teorema. Quanto a segunda e a terceira, verifica-se que ambas, uma
vez iniciando-se com um nimero miltiplo de 3 em um teorema, este niimero
nao é alterado pela aplicacao das regras (e elas nao ’criam’ I’s, mas apenas
mudam em miltiplos de 3 os ja existentes). Trata-se de mais um exemplo
de aplicagao da inducao sobre teoremas. O niimero de ocorréncias de I’s em
qualquer teorema nao é divisivel por 3, e em particular nao pode ser zero.
Como corolario (na verdade, um ’meta-corolario’), segue que em qualquer
teorema deve haver pelo menos um |.

Teorema e Metateorema, II A origem do nome desse sistema esta lig-
ada ao desejo de Hofstadter de ensinar a distincao entre teorema e metate-
orema, fazendo referéncia a um koan do Zen Budismo, o Mu de Joshu, que
é o seguinte: Um monge perguntou a Joshu, um mestre Zen chinés: "Pode
um cao ter a natureza de Buda?".® Joshu respondeu simplesmente: "Mu".
Segundo Cameron, a resposta corresponde a uma negativa em chinés, mas
nao significa que Joshu tenha respondido "Nao". Na verdade, sua resposta
nao é¢ nem "Sim"e nem "Nao", mas algo como "A questao errada foi for-
mulada, ou foi formulada por por uma mente mal formada". Uma resposta
"Sim"ou "Nao", diz Cameron, seria uma resposta dada no sistema (formal)
no qual o monge estaria operando, ao passo que Joshu esta comentando sobre
o sistema, de uma posicao erterna a ele. Assim sao os metateoremas; sao
formulados para afirmar fatos sobre os sistemas formais, mas sao formulados
e demonstrados com recursos externos a eles, em geral usando-se o aparato
matematico da teoria de conjuntos. Hofstadter chama a questao acima men-
cionada de se saber se MU é um teorema de MIU de ’o quebra-cabecas de
Mu’, pondo-o da seguinte forma (ibid, p. 259): "Sera que MU tem a natureza
de um teorema?"(’Has MU theorem-nature, or not?’).

80 poema é o seguinte, e é mencionado no contexto do estudo de proposicdes inde-
cidiveis em sistemas formais:
"Has a dog Buddha-nature?
This is the most serious question at all.
If you say yes or no,
You lose your own Buddha-nature."[Hof80, p. 272].
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1.3 Implica, Implica e Implica

As discussoes do paragrafo anterior nos reportam a importantes distingoes em
logica, em particular no que diz respeito a palavra 'implicar’. Na linguagem
natural, ela é usada em diferentes contextos e com diferentes sentidos. Por
exemplo, se eu nao faco o meu Imposto de Renda, este fato implicard em
sérios dissabores para mim. Interessam-nos no entanto alguns usos desta
palavra em filosofia e em légica. Por exemplo, sabemos que se todo nimero
par é divisivel por 2 e 4 é par, isso implica que 4 é divisivel por 2. Ou seja,
o fato de que 4 é divisivel por 2 estd implicito no fato de que todo nimero
par é divisivel por 2 e que 4 é par. Em certo sentido, nao héa informacao
nova. Diz-se que o fato de que 4 é dvisivel por 2 é consequéncia logica do
fato de que todo nimero par é divisivel por 2 e que 4 é par. Veremos isso na
sequéncia. Outro uso é o seguinte: A implica B’ é usado no sentido de que B
é derivavel logicamente a partir de A, que estamos explorando neste capitulo.
As relagoes entre esses dois usos de 'implica’ (o de consequéncia logica e o de
dedutibilidade logica) serao devidamente explorados a frente. Finalmente, ha
ainda o 'implica’ que chamaremos de ’implicacao material’, onde ’A implica
B’ significa simplesmente que A é falso ou que B é verdadeiro. Tudo isso
ficara claro no que se segue, mas o leitor deve desde ja ficar atento para essas
importantes distincoes.

1.4 Deducao a partir de um conjunto de pre-
missas
Um conceito muito importante é o seguinte. Sejam [' um conjunto de férmu-

las e a uma formula. Dizemos que « é conseqiiéncia sintdtica das formulas
de T" (ou simplesmente, conseqiiéncia sintatica de I'), e escrevemos

'«
se existe uma sequéncia (31, ..., 3, de formulas tais que (3, é a e cada uma
das demais §; (j = 1,...,n — 1) é um axioma de F, ou pertence a I' ou é

consequéncia direta, por meio de uma das regras de inferéncia, de férmulas
precedentes da seqiiéncia. Uma tal seqiiéncia é dita ser uma deduc¢ao de o a
partir das premissas (ou hipdteses) em I'.

Para exemplificar, na teoria (que pode ser devidamente formalizada) das
matrizes, podemos obter uma prova da sentenca ‘A matriz A é inversivel’
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a partir das premissas (e demais axiomas da logica e da matematica subja-
centes) ‘A é quadrada’ e ‘o determinante de A é distinto de zero’. Ou entéo,
da hipotese de que uma determinda funcao é diferenciavel em um ponto,
deduzimos que ela é continua nesse ponto.’

Se houver necessidade de enfatizar o sistema F na qual se esta efetuando
as deducoes, pode-se escrever

I' g o
SeI'={p,...,5,} é um conjunto finito, escreve-se
5, P e
ao invés de
{Br,.. ., But Fa

Se I = (), escreve-se simplesmente

Fa
ao invés de

D+ o

e neste caso a é um teorema (formal) de F, conforme definigao dada anteri-
ormente.

Algumas das principais propriedades do operador - sao as seguintes, aqui
somente enunciadas (as provas sdo deixadas como exercicio):

(1) [Autodedutibilidade| Para toda « € T', tem-se que I' - a.

(2) [Monotonicidade] Se I' C A e se I' F «, entao A - «. Informalmente, se
algo é dedutivel a partir de um certo conjunto de premissas, continua sendo
dedutivel de qualquer conjunto obtido do anterior quando a ele agregamos
premissas adicionais.

90 leitor ndo deve ficar preocupado com esses exemplos, que requerem alguma
matematica, mas unicamente atentar para o fato de que se estd inferindo certos fatos
a partir de outros, dados como hipdéteses ou ja deduzidos anteriormente.
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Raciocinios Derrotaveis A monotonicidade nao se da, no entanto, em
todos os contextos; de grande importancia para a ciéncia da computacao (e
para a filosofia) sdo as chamadas ‘l6gicas ndo monotoénicas’ e os raciocinios
derrotéveis (defeasible reasonings) em geral, que ferem esse requisito.'° E
patente que este tipo de raciocinio também tem importancia nas ciéncias
empiricas e humanas. Por exemplo, em todos os contextos nos quais o
acréscimo de uma informacao causa o efeito de que conclugoes que haveriam
de ser tiradas tenham que ser revistas (como no Direito, aparentemente), é
nao-monotonico.

(3) [Compacidade| I' - « see existe um subconjunto finito A C I' tal que
A F a. (Falaremos mais sobre este resultado abaixo)

(4) [Regra do Corte| Se A+ «ve de I' - 3 para cada f € A, entao I' F a.

1.5 Regras classicas de deducao

Nesta secao, iremos dar uma série de exemplos de regras de inferéncia e de de-
dugoes formais e informais visando familiarizar o leitor com as regras basicas
da logica classica (proposicional) e como os modos usuais de se obter demon-
stracoes. Reservaremos a palavra 'prova’ para representar uma derivacao em
um sistema formal tal como definida acima, e a palavra ’demonstracao’ para
denotar uma derivagao informal (ou metamatematica), na qual nem todas
as passagens tenham sido explicitadas. Em geral, nas derivaccoes informais,
as regras logicas como as que estaremos vendo nesta secao sao deixadas im-
plicitas, e somente aquelas passagens que fazem uso de resultados especifi-
cos da teoria que se estd considerando, como a aritmética, sao explicitadas.
Este procedimento, adotado em geral nos textos matemaéticos, mostra bem
a importancia de conhecermos as regras logicas de inferéncia; é evidente que
devemos saber o que esta sendo omitido e sub-entendido nas demonstragoes.

Tendo em vista o que vimos acima, para que esta secao seja proveitosa
devemos aceitar que a logica proposicional classica pode ser apresentada como
um sistema formal (como faremos no capitulo??) cujas estao entre as abaixo.
Na verdade, nao precisam ser todas as regras dadas abaixo, ja que, assumindo
um certo grupo delas, as demais podem ser derivadas; na nossa apresentacao,

10Pode-se ver o No. 4, Vol. 1 (1991) da revista Minds and Machines, dedicado ao defea-
sible reasoning.
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usaremos apenas uma dessas regras (Modus Ponens), ja que procederemos
aziomaticamente. Porém, a finalidade aqui é dupla: (1) aprender mais sobre
‘provas’ em sistemas formais e sobre 'provas’ (ou ’demonstragoes’) em geral
e (2) comegar a praticar com as regras basicas da logica cléssica.

Nos exemplos, muitas vezes faremos uso de suposicoes que pertencem a
outras teorias, como a aritmética, mas o leitor deve aceitar o fato de que
estas partes da matematica também podem ser devidamente formalizadas
(tratadas via sistemas formais).

A logica proposicional, cdlculo proposicional ou ainda ldgica sentencial é
o ramo da logica que se ocupa das propriedades logicas das sentencas obtidas
mediante a aplica¢ao dos conectivos ldgicos a sentengas mais elementares (que
podemos chamar de ’proposi¢oes’).!! Informalmente, uma sentenga é uma
expressao, formulada em uma linguagem adequada, que tem a propriedade
fundamental de ser verdadeira ou de ser falsa, e a sua veracidade depende
exclusivamente das propriedades logicas dos conectivos logicos e da verdade
ou falsidade das sentencas mais simples que a compoem. Em particular,
estaremos interessados mais & frente em uma classe particular de sentencas
chamadas de tautologias (verdades logicas), cuja verdade depende exlusiva-
mente do significado dos conectivos logicos.

No capitulo seguinte estaremos estudando com mais detalhe esta parte
da logica, mas precisamos antecipar aqui algumas informacoes que serao
detalhadas a frente. Os conectivos logicos que nos interessam sao a conjun¢ao
(N), a disjungao (V), a negagao (—), o condicional (—) e o bi-condicional
(«»). O significado desses conectivos ficara claro no capitulo seguinte. Por
ora, podemos associa-los informalmente ao "e", ao "ou"(inclusivo, como em
"ou José é alto ou é moremo--podendo ser ambas as coisas), ao "se, entao"e
a0 "se e somente se''repectivamente.

As principais regras da logica proposicional classica sao as seguintes:

Modus Ponens (MP)
a, a0 — f3
g

Modus Tollens (MT)
~Ba—p
e’

N30 compete aqui discutir se a proposicio ¢ a sentenca propriamente dita ou o que
ela expressa. Como nos textos de logica em geral, omitiremos este tipo de distingao,
atendo-nos as expressoes das linguagens que utlizaremos.
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Dupla Negagao (DN)

Introdugao do A (IA)

aAp
Eliminagao do A, ou Separacao (EA

alNfB aNh(

Y

Q
)

Tollendo Ponens (TP)

Introdugao do Vv (IV)
aVvVp3 aVvp
Simplificacao Disjuntiva (SimDis), ou Contracao

aVa

Leis Comutativas (Com)

Leis Associativas (Ass)

aA(BAy) (@AB)Ay aV(BVy) (aVB)Vy

(@AB)AY an(BAy)" (aVB)Vy aV(BVY)
Bicondicional (Bi)

a—fF a0 a—p0, —a
a— B B—a a3

Autodedutibilidade (Au)

(0%
(0%

13
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Leis de De Morgan (DM)

aVp anNB  o(aVp) o(anpb)
(e A=B)" 2(maV=B) maA-BT —aVaf

Silogismo Disjuntivo (SiDis)

aVpf,a—y,f—0
YV o

Contraposi¢ao (C)
o — /6 X — —|ﬁ

-4 —-a f—a
Redugao ao Absurdo (RA)

ﬁ@—)ﬁﬂ’—\a—)ﬂ

«

Nos exemplos e exercicios abaixo, solicitaremos que seja deduzida uma

determinada proposicao ( a partir de certas premissas aq, ..., q,. Isso sera
algumas vezes indicado simplesmente pedindo que se mostre que a, ..., a, F

Exemplo 1.5.1
(1) Deduzir R a partir das premissas P, P — Q e Q — R

Solug¢ao: Consiste em exibir uma seqiiéncia de formulas, cada uma das quais
sendo uma premissa ou conseqiiéncia de precedentes da seqiiéncia por uma
das regras de inferéncia vistas acima, de forma que a ultima féormula seja a
que se quer demonstrar. Neste exemplo, somente Modus Ponens é usada.
A deducao pode ser a seguinte:!?

1. P Premissa
2. P—Q Premissa
3. — R Premissa

12Em geral, nos casos mais complexos, ndo h4 uma tdnica deducio possivel. A cria-
tividade e a intuicdo valem bastante aqui, e a maior ou menor destreza em se obter as
derivacoes depende quase que geralmente do treino.
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4. Q 1,2, MP
5. R 3, 4, MP

(2) Verifique que P — (Q — R), P, RF —Q

Solugao:

1. P— (Q — R) Premissa
2. P Premissa
3. 'R Premissa
4. Q — R 1, 2, MP
5. 2Q 3,4, MT

Exercicio 1.5.1 Nestes exercicios, além de MP e MT, lembre-se de usar
DN.

1. Provar que P — —=Q,Q + —-P

2. Idem para =P — Q,—~Q + P

3. Idem para -P,R — P,~-R — SF S

4. Idem para P — —=Q,Q,-P —- RANSFRAS

5. Idem para S — - R, R+ S

6. Demonstrar x # 0 a partir das premissas sequintes: r =y — r = 2,
r=z—cr=1Lrx=0—-x#1ex=y.

7. Demonstrar v # y a partir de x =y — y = 2,y = 2 — Yy = w,
y=w—-y=1lex=y.

Exercicio 1.5.2 Nos trés primeiros exercicios, use IN e EN (além das regras
usadas acima); nos dois dltimos, use TP:

1. Deduza =S a partir de ~-RANT ¢S — R.

2. Mostre que BAC,B — DF BAD

3. Idem para =S — Q,~(T'ANR),S = T ANRF-SANQ

4. Idem para PV Q,-T,Q —THFP

5. Idem para B, B—-D, AVDFAAB
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Prova de um condicional (PC) Um condicional & — [ usualmente é
demonstrado (prova direta) do seguinte modo: assume-se « como premissa
e obtém-se, de a e eventualmente de outras premissas, uma derivacao de .
Isso posto, aplicamos a regra PC e dizemos que obtivemos uma derivagao
de @ — (3. Mais tarde, veremos uma justificativa para este procedimento, o
chamado Teorema da Dedugao.

Por exemplo, se um matematico deseja provar que, sendo x um ntmero
natural impar, entao x + 1 é par, ele inicia assumindo a hipdtese de que = é
impar, e mediante as leis da aritmética, mostra que x + 1 é par.'?® Isso posto,
como aceita a regra PC, ele tem condicoes de afirmar que obteve uma prova
do condicional: "Se x é impar, entao x + 1 é par".

Se vocé acompanhou a prova informal dada na nota de rodapé, estéa
comecando a perceber porque em geral nao se encontram provas formais,
como foram definidas acima, nos textos de matematica. Seria extremamente
laborioso exibir todos os passos das derivagoes, ou todos os pré-requisitos
para que ela possa ser realizada. Nos Principia Mathematica de Whitehead
e Russell, a prova de que 1+ 1 = 2 é dada apo6s mais de 600 paginas! Obvi-
amente, nao se pretende que seja este o procedimento a ser adotado, mas o
que estamos fazendo é entender como funcionam as provas.

De maneira geral, o esquema da prova direta de um condicional é a
seguinte: se a derivacao de alguma proposicao  depende, como uma das
premissas, de uma proposi¢ao «, entao a regra PC permite que derivemos
o condicional &« — ( a partir das outras premissas (se houver alguma). O
esquema e:

Assumimos « como premissa.

Derivamos (3, usando «

Logo, a — 3 por PC

Outros exemplos:
1. P>QF-Q — —P

1. P—Q P

13 A prova informal é a seguinte: se x é impar, é da forma = = 2k+1 para algum natural
k. Portanto x +1 = (2k+1)+1 =2(k+ 1), ou seja, x + 1 é um multiplo de 2, e portanto
é par.
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2. -Q P
~P 1,2, MT
4. Q) — P 2,3,.PC

Note que a premissa =@ (passo 2) ‘sumiu’, sendo incorporada como an-
tecedente de um condicional (passo 4). Consequentemente, a tnica premissa
que restou foi P — (). Isso deve sempre ocorrer; na derivacao de uma
proposicao, eventualmente usa-se alguma outra premissa além das dadas em
principio, o que constitui passo licito . Mas, na conclusao final, nao devem
‘restar’ outras que as assumidas em principio. Todas as restantes devem ter
sido ‘eliminadas’, como se deu acima. Vejamos outro exemplo:

2. P—-(Q—RFQ— (P—R)

1. P — (Q — R) P
2. Q P
3. P P
4. O— R 1,3,MP
5. R 2,4, MP
6. P—R 3,5,PC
7. Q — (P—R) 2,6,PC

Note que as linhas 2 e 3 ‘sumiram’ como antecedentes dos condicionais
em 6 e 7 respectivamente, restando ao final a tunica premissa dada (linha 1).

Mais um exemplo:

3. Q— RF(-Q - -P) — (P — R)

1. Q — R) P
2. Q) — P P
3. P P
4. —-—P 3,4,DN
5. Q) 2,4,MT
6. Q 5,DN
7. R 1,6,MP
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8. P—R 3,7.PC
9. (-Q — -P) — (P — R) 2,8,PC

Exercicio 1.5.3 Qual a justificativa que vocé daria para o sequinte arqu-
mento? Pedro estd ensinando a Paulo que se x € impar, entdo x + 1 € par
(como vimos hd pouco). Mas Paulo retruca: "Mas, se x = 6, entao x+1 nao
a par, pois x+1 =7, que € impar". O que hd de errado com o raciocinio de
Paulo?

Sobre o condicional O condicional "Se, entao" demandarid uma atencao
especial nos capitulos que se seguem. Por ora, vale comentar algo a seu
respeito, tendo em vista o que estamos aprendendo, ainda que as justificativas
venham a ser dadas somente mais tarde. Na verdade, o que Pedro esta
querendo dizer a Paulo é que se um nimero natural for impar, entao o seu
sucessor serd par, e ele estd preocupado com a assercao condicional, e nao
com o fato particular de se saber se um dado némero é impar ou nio. E
precisamente isso que um condicional ajuda a exprimir, como veremos nos
capitulos posteriores: a tnica possibilidade do condicional ser falso é « ser
o caso, mas (3 nao ser, logo, sendo o condicional verdadeiro, se a for o caso,
entao 3 serd o caso, e a questao de se saber se a é ou nao o caso independe
da logica.

Cabe ressaltar que, para garantir a sua afirmativa, Pedro nao poderia se
valer de alguns casos particulares, ‘'mostrando’ a Paulo que eles satisfazem a
proposicao dada, como por exemplo, raciocinando da seguinte forma: "Veja,
Paulo: 5 é impar, e 6 = 5+ 1 é par, e 0 mesmo ocorre com 1, com 7 ou
com qualquer numero impar que vocé tomar". Se Paulo tiver uma mente
matematica, ele requererda de Pedro uma demonstracao deste fato, que valha
para todos os ntimeros naturais impares e, como ha uma infinidade deles, de
nada adiantaria Pedro ficar listando caso a caso. Ao matematico interessam
provas (demonstragoes), e por isso a nossa insisténcia em que vocé deve
entender em que elas consistem. No Apéndice C, discutiremos algo sobre o
papel das demonstracoes.

No entanto, ha que se explicar o que em matematica entende-se por um
contra-exemplo. Suponha que Pedro fizesse a seguinte afirmativa: "Se um
nimero natural é impar, entdo o seu sucessor é impar". Paulo, com sua
mentalidade matematica, poderia argumentar dizendo que isso ¢ falso, e para
provar que tem razao, bastaria que exibisse um ’contra-exemplo’. '"Veja,
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Pedro, poderia dizer ele, se tomarmos x = 9, que é impar, o seu sucessor
serd x + 1 = 10, que nao € impar. Isso destréi a sua conjectura'". Neste
caso, um contra-exemplo basta. A justificativa deste fato exige que falemos
em quantificadores, que estao para além do alcance destas notas. Porém,
informalmente, podemos dizer que o argumento de Paulo se baseia no fato
de que para provar que a afirmativa de Pedro é falsa (ela seria equivalente
a seguinte: '"Para qualquer numero natural z, se x é impar, entao z + 1 é
impar"), bastaria mostrar que a sua negativa é verdadeira, a qual equivale a
"Existe pelo menos um nimero natural impar cujo sucessor nao é impar", e
isso pode ser visto por meio do caso escolhido = = 9.

Exercicio 1.5.4 Mostre que a afirmativa: "Todo nimero par é maior do
que 4" € falsa. Justifique sua resposta.

Prova por contraposigao Muitas vezes, para provar o condicional o — (3,
fazemos uso do fato de ele ser equivalente ao condicional =3 — —a, que é
dito ser sua contrapositiva. Deste modo, ao em vez de provar ‘diretamente’
a — (3, obtemos uma prova (pelo procedimento anterior) de =3 — —a. O
esquema é:

Assumimos —(

Derivamos -«
Logo, =0 — -«
Portanto, a — f3

Exemplo 1.5.2 Provar que se m é um natural qualquer, entio se m?* ¢

impar, resulta que m € impar. A prova informal € a sequinte: Suponha que
m € par (isto é, =(3). Entdao m* = (2k)? = 4k? = 2(2k*). Logo m?* é o dobro
de um natural e € portanto par (ou seja, deduzimos —«). Portanto, se m é
par, entdo m? é par. Por contraposicao, vem que se m? € impar, entdo m é
impar.

Exercicio 1.5.5 Use Bi (Regra do Bicondicional) para encontrar uma prova
(ainda que informal) para o fato de que se A é um tridngulo de lados a, b
e hipotenusa c, entio ¢* = a® + b*. (Dica: use a Lei dos Cossenos: sendo
0 o dngulo (interno) entre os lados a e b, temos a® + b* = ¢* — 2abcos.
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Entao, (aqui estamos obtendo uma prova da chamada ’condi¢ao necessdria’

a — () se A € retangulo e a hipotenusa € ¢, tem-se que 6 = 90° e portanto
2 = a® + b%. Reciprocamente (agora vem a prova da condi¢do suficiente
B — «a), se * = a®>+ b%, entao 0§ = 90° e o tridngulo € retangulo com

hipotenusa c.)

Reducao ao Absurdo Uma contradicao é uma expressao da forma SA—/3,
onde (8 é uma formula qualquer. Uma prova por reducao ao absurdo consiste
em, querendo provar ¢, assumir —« como premissa e por seu intermédio
(eventualmente juntamente com outras premissas) derivar uma contradigao.
Isso posto, RA permite derivar o como conclusdo das demais premissas (se
houver alguma). O esquema ¢é o seguinte; para provar A, agimos assim:

Assumimos A como premissa.
Derivamos B A =B por seu intermédio.
Portanto, A por RA.

Por exemplo, considere a seguinte derivacao: P — @, P — —-Q F =P

1. P—qQ Premissa
2. P — -Q Premissa
3. P Premissa (negagao da tese)
4. Q 1,3,MP
5. -Q 2,3,MP
6. QN-Q 4,5, IA
7. ~P 1,6,RA

Exercicio 1.5.6 Um ezemplo cldssico: provar que /2 € irracional. (Pode
dar a prova informal, sabendo no entanto que se trata de algo que pode ser
devidamente formalizada.)
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Validade de argumentos, I O método dedutivo exposto acima pode ser
utilizado para analisarmos se um dado argumento é ou nao valido. Grosso
modo, um argumento é um conjunto de sentencas de uma determinada lin-
guagem, de forma que uma delas é dita ser a conclusio do argumento, en-
quanto que as demais sao as suas premissas. O que objetivamos é verificar
se a conclusao se seque (é conseqiiéncia) das premissas. O essencial é carac-
terizar o sentido desse ’se segue’. Se estivermos no ambito do que podemos
chamar de 'modo classico de argumentar’, é de se supor que a conclusao se
siga das premissas por meio de dedugoes realizadas tendo em vista as re-
gras ’classicas’ vistas acima. Assim, diremos que um argumento é vdlido se
pudermos derivar a conclusao a partir das premissas do argumento, e que
nao é valido em caso contrario. Mais tarde, quando tivermos introduzido o
conceito de verdade, veremos um outro critério (segao 2.5).
Tomemos entao um exemplo simples. Considere o seguinte argumento.

Se Antonio ganhar o primeiro prémio, entao Pedro ganhara o
segundo. Mas Pedro nao ganhara o segundo prémio. Ou Antonio
ganhard o primeiro prémio, ou José ganhara o terceiro prémio.
Se Roberto ganhar o segundo prémio, entao José nao ganhara
o terceiro prémio. Portanto, Roberto nao ganhara o segundo
prémio.

Simbolizando as sentencas convenientemente, temos as seguintes premis-
sas: A — P, -P, AV J, R — —J e a conclusao ~R. E bem facil ver que o
argumento é valido.

Exercicio 1.5.7 Sejam A, B e C dngulos de um triangulo qualquer. Ver-

ifique se o sequinte argumento € vdlido. Se A = B, entao B = 45°. Se
B =45°, entao v =90°. Mas B =90° ou B # 90°. Portanto, A # B.

1.6 O operador de conseqiiéncia

Uma outra forma de caracterizar a nogao de dedutibilidade, devida a Alfred
Tarski e equivalente & vista, é por meio do chamado operador de conseqiién-
cia, denotado por Cn. O operador Cn é uma aplicagao de P(F) em P(F),
ou seja, associa conjuntos de formulas a conjuntos de formulas, satisfazendo
os seguintes axiomas, sendo X e Y subconjuntos de F (note que na defini¢do
anterior de dedutibilidade, tomamos o contradominio como sendo simples-
mente F, que é um caso particular do aqui apresentado):
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i) X CCn(X)CF
(ii) Se X C Y, entao Cn(X) C Cn(Y)
Cn(Cn(X)) C Cn(X)

(ii)
(iv) [Axioma da Finitude] Cn(X) C ({Cn(Y) : Y € Fin(X)}, onde
Fin(X) denota a cole¢ao dos subconjuntos finitos de X.

Tendo em vista o que ja conceituamos acima, podemos introduzir este
operador no contexto precedente do seguinte modo. Definimos Cn(X) =4
{a € F: X I a}. ’E imediato constatar que Cn tem propriedades anélogas
aquelas acima atribuidas ao operador .

1.7 O que é uma logica?
De um ponto de vista abstrato, uma légica £ é um par ordenado
<f7 l_]:>7

onde F é um conjunto, dito dominio da logica L, cujos elementos sao de-
nominados de férmulas e -z é uma relagao sobre P(F) x F, dita relagao
de dedutibilidade, ou relagao de consequéncia (que sera denotada por F so-
mente). Um conjunto de férmulas ¢é dito ser uma teoria.

Os modos de se caracterizar uma logica dependem de como se define
o operador de conseqiiéncia. Ainda que nao exploremos este ponto aqui,
talvez importe ao leitor saber que os modos mais comuns sao o ‘'médodo das
provas’ (proof-theoretical method), o 'método dos modelos’ (model-theoretical
method), o 'médodo do operador de conseqiiéncia’ (consequence operator
method) e os métodos de Gentzen’ (e aqui incluimos a chamada ’deducao
natural’), cada um deles comportando vérios sub-métodos. O método que
estamos adotando neste texto é o método das provas, também dito método ao
‘estilo-Hilbert’. O método dos modelos, essencialmente devido a Tarski, usa
a defini¢ao de dedutibilidade seguinte (trata-se de uma defini¢do ’seméantica’,
como a propria palavra 'modelo’ sugere): « é dedutivel de I" se e somente se
todo modelo de I' é modelo de a. O método do operador de conseqiiéncia
introduz C'n como vimos, e os métodos de Gentzen baseiam-se na nogao de
sequentes, que nao comentaremos.'

4Para uma exposicio introdutéria da dedugdo natural, ver [?]
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Uma le: logica é simplesmente uma condicao que se da sobre o operador
de dedutibilidade. Por exemplo, as leis dadas acima para o operador Cn sao
leis logicas. Mesmo em um contexto geral como este, uma vez tendo carac-
terizado por meio de leis logicas o operador de dedutibilidade F, podemos
obter facilmente o operador C'n do seguinte modo: para X C F, colocamos
X F B para abreviar (X, 3) €, e definimos Cn(X) =4 {0 € F : X F 5},
que tem as propriedades indicadas acima.

Como se pode perceber, o importante é, uma vez dado JF, caracterizar
F, e ha varios modos de se fazer isso. As leis logicas que impusermos carac-
terizarao a particular légica com a qual estaremos operando. O estudo geral
dos sistemas logicos desta forma constitui topico relevante e atual. Para os
leitores curiosos, indicamos [CosBez94| para um apanhado geral.
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Capitulo 2

O Calculo Proposicional Classico

A_PRESENTAREMOS UM sistema formal que chamaremos de Calculo Proposi-
cional Classico. Os objetos estudados por meio deste célculo sao denomina-
dos de proposigoes, e o que (informalmente) importa é que, intuitivamente
falando, cada uma é verdadeira ou falsa, mas nao ambas as coisas. O sen-
tido das palavras ‘verdade’ e ‘falsidade’ sera esclarecido a frente. No Célculo
Proposicional, representamos as proposicoes de um certo modo mesmo sem
nos ocuparmos com o seu significado filosofico e entao nos ocuparemos de
combinar as proposicoes visando obter outras proposicoes mais complexas
por meio dos chamados conectivos ldgicos: a negagio (simbolizada por —),
a conjungao (A), a disjungao (V), o condicional (—) e a equivaléncia («).
Como veremos na seqiiéncia, nao é necessario tomar todos os conectivos
como primitivos; escolheremos dois deles, e os demais poderao ser introduzi-
dos por definicao. Um conceito importante nesse Céalculo é que a verdade
(ou ‘valor-verdade’), que no caso de uma proposi¢do complexa depende dos
valores-verdade das proposicoes atémicas que a compoem, fato esse que é
conhecido como Principio de Frege. O adjetivo ‘classico’ usado acima para
designar o sistema em estudo refere-se a logica cldssica, em contraposicao as
logicas nao-cléssicas as quais faremos referéncia oportunamente.

Chamaremos de C a teoria formal que correspondera ao Calculo Proposi-
cional Classico. A linguagem de C seré denotada por L. Conforme o que se
disse no capitulo anterior, iniciaremos descrevendo o alfabeto basico de L.
Os simbolos primitivos desta linguagem sao os seguintes:

(i) Conectivos primitivos: = e —

25
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(i) Variaveis proposicionais: A, B,C, ...
(iii) Simbolos auxiliares: (, ) (parénteses)

Dar o alfabeto de L é semelhante a dizer quais simbolos deverao constar
do teclado de um computador com o qual desejamos escrever (em principio)
matematica. No entanto, nao basta dispormos do alfabeto; uma crianca
nao alfabetizada com um teclado a disposicao pouco fara, pelo menos em
tempo habil.! E preciso aprender a escrever, ou seja, conhecer as regras
gramaticais da linguagem. No nosso caso, elas serao dadas abaixo. Antes,
um esclarecimento.

Na apresentacao de uma teoria formal, nada é dito acerca do significado
de seus simbolos béasicos (o que caracteriza a teoria como ‘formal’), isso vindo
posteriormente quando se associa a sua linguagem uma interpretacao. No
entanto, tendemos a raciocinar intuitivamente, carregando a simbologia com
significados, como por exemplo quando afirmamos acima que — representava
a negacao. Nao h& problema quanto a isso, desde que nao nos prendamos
ao significado intuitivo dos simbolos que usamos, que tém somente papel
de guiar a nossa intui¢do. O verdadeiro significado (operacional) desses con-
ceitos é fixado pelos axiomas que escolhermos, como se vera. No caso particu-
lar dos simbolos listados acima, como dito, geralmente lemos — como negacao
e — como implicacao, mas principalmente quanto a este ultimo deveremos
tomar algum cuidado. Vejamos algo sobre isto.

A palavra ’implicar’, de novo. Ja vimos na secao 1.3 que ha importantes
distincoes a serem consideradas no que diz respeito a palavra 'implicar’. Na
linguagem usual geralmente entendemos ‘implicar’ no sentido de ‘acarretar’.
Assim, por exemplo, nao estudar o suficiente geralmente acarreta (implica)
problemas com a aprovagao. Apesar desta afirmativa ser em geral verdadeira,
nao é este o significado da implicacao usada quando queremos falar agora da
‘implicacao material’. Por exemplo, na légica classica, devido ao sentido
que se d4a ao 'implica’, devemos aceitar como verdadeira uma sentenca da
forma "Se 1 + 1 = 5, entao Florianépolis é Capital da Paraiba", ainda que
"1+ 1 = 5"nada tenha a ver com Florianépolis ou com a Paraiba. O simbolo
" —’ representara formalmente o condicional “Se ..., entao ...”, e seu carater
operacional serd especificado pelos axiomas que virao, os quais procurarao

! Cogita-se que, com tempo suficiente, um macaco podera (teclando a esmo) reproduzir
até mesmo as obras de Shakespeare.
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refletir o que na logica tradicional (aristotélica) é conhecido como ‘condicional
de Filo’, atribuido a Filo de Mégara, como veremos abaixo. Bertrand Russell
chamou este condicional de implicacao material. Informalmente, A implica
B’ significara que A é falso ou que B é verdadeiro. Na frase acima, como
1+ 1 =5 é falso, resulta que o condicional "Se 141 = 5, entao Florianépolis
é Capital da Paraiba'"sera verdadeiro. Este uso, ainda que possa parecer
estranho, é essencial em matematica, como veremos. Assim, nada ha de
errado em continuarmos a chamar a — [ de "a implica (8", desde que
tenhamos sempre em mente as distingoes ja apontadas para os varios sentidos
da palavra ’implica’. Ademais, saliente-se que véarias interpretacoes podem
ser dadas para — (outras que a usaremos), como aquelas mostradas por J.
Corcoran em [Cor73]. O conceito de ‘implicagao fisica’ é também relevante
e seré visto abaixo.

Uma vez descrito o alfabeto bésico de nossa linguagem, passaremos ao
segundo passo na descricao de uma teoria formal, qual seja, o de ‘aprender
a escrever’, ou seja, definir as expressoes bem formadas (ou fdrmulas) da
linguagem. Lembremos que uma expressao é uma sequéncia finita de simbolos
da linguagem. No nosso caso, exemplos de expressoes sao:

—=(((—=— ABA((—
e AAA)))

(A= (A— ~B))
A definicao de formula da linguagem L é a seguinte, dada indutivamente:?
(i) Uma variavel proposicional é uma formula.

(i) Se o e (3 sao formulas, entdo (—a) e (o — () sao formulas. Nesta
formula, a é dito ser o antecendente, e 3 o consequente do condicional.

(iii) Uma expressao ¢ uma férmula se e somente se for obtida por uma das
duas clausulas precedentes.

Exemplos de formulas sao as seguintes expressoes:

2Ver os detalhes no Apéndice B.
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A, B, (A— (A— (—B))) e

((=B) = (=4)) = ((=B) — 4) — B)).

Linguagem e Metalinguagem Denotaremos por F o conjunto das for-
mulas de L. Note que a e 3, que aparecem na definicao precedente, nao fazem
parte de nosso alfabeto primitivo. Letras gregas mintsculas sao usadas aqui
como metavaridvers para formulas, ou seja, sao simbolos da metalinguagem
que denotam formulas. A distincao entre linguagem e metalinguagem é im-
portante; vocé pode pensar como se estivesse aprendendo uma nova lingua,
como o inglés. Assim, a professora entra na sala e diz:

”~Peguem uma, folha de papel e escrevam a seguinte sentenca curta: John
s smart."

Note que ha duas linguas envolvidas, o inglés, que estamos aprendendo (a
chamada linguagem objeto), e o portugués, que usamos como metalinguagem,
com a qual exprimimos assercoes sobre a linguagem objeto, por exemplo que
uma certa sentenca é curta, como fez a professora.

No nosso caso, a linguagem objeto ¢ L e a metalinguagem e de novo
o portugués, suplementado com simbolos adicionais, como letras gregas e
outros simbolos convenientes, como -, =g, A etc.

A fim de simplificarmos a escrita, introduzimos algumas convencoes e
defini¢coes, como se segue. Inicialmente, adotamos uma convencao para a
eliminacao de parénteses: parénteses externos nao serao escritos; assim, ex-
creveremos —« al invés de (-a) e @« — [ ao invés de (« — (3). Depois,
adotamos a convencao de que — se aplica a formula ‘mais curta’ imediata-
mente & sua direita. Deste modo, —a« — [ abrevia ((-a) — (), e nao
(=(a — (). Quando quisermos escrever essa ultima formula, os parénteses
Serao necessarios.

Finalmente, e ja adotando a convenc¢ao acima, definimos:

a A B =gef (0 — )
avﬁ:def _'05—>ﬁ

o [ =qer (@ — B) A (B — )

Note que tampouco A, V e < fazem parte do alfabeto basico de L.
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Definicoes O simbolo =4 é um sinal metalinguistico que significa ‘igual

por definicao’. Formas alternativas de escrita sao encontradas com frequén-

. def . .o~ ,
cia, como =p ou =, dentre outros. Este tipo de definicao é chamada de

definicao nominal ou abreviativa, e tem o seguinte esquema geral:

DEFINIENDUM =4 DEFINIENS.

O definiendum contém um simbolo novo, que nao faz parte da linguagem
objeto, mas é usado para que a expressao do definiendum abrevie (dai o nome
desse tipo de definigdo) a expressao do definiens, essa sim uma formula da
linguagem objeto. Este tipo de definicao é muito comum em matemaética,
por exemplo quando introduzimos o conceito de subconjunto, escrevendo
A C B para abreviar Vz(x € A — = € B), ou lim,_,, f(z) = [ para abreviar
Vedd(0 < |[x—al < — |f(z)—1] < €). Had modos de de acrescentar simbolos
a linguagem objeto, mas certas condigoes devem ser obedecidas, de modo
que os novos simbolos nao criem monstros em locais indesejados e possam
ser eliminados se necessario. Para detalhes sobre isso, ver o Capitulo 8 do
livro [?]. Finalmente, observamos que ha varias outras formas de definigao
além das nominais, como as recursivas, apontadas no Apéndice B.

O segundo item da definicao de uma teoria formal exige que explicitemos
algumas formulas que serao os axiomas do calculo C. Faremos isso a frente;
no momento, vejamos como se pode interpretar a linguagem L.

Observacao sobre a Notacao Os simbolos que estamos empregando
(como "=’ e '=’) nao sdo usados por todos os autores. Na verdade, nao
hé& notacao padrao em logica. A tabela abaixo, basedada em [Kne63, p. 87|
mostra bem isso ("Whit/Russ’ representa a notacao de Whitehead e Russell,

'Hilbert’ a de Hilbert e escola):

Conceito || Whit/Russ | Hilbert | Outros

nao ~ X,— | N,—
ou V Vv A

e & K, A
se, entao C

My -
}

se e s6 se ~, E
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2.1 Semantica

Seja V um conjunto qualquer de variaveis para proposicoes. Definimos entao
uma aplicagao v (dita valoragdo, ou interpretagdo) de V no conjunto {0,1}.
O valor v(X), para X € V é dito valor-verdade de X. Se V(X ) = 1, dizemos
que X é verdadeira com respeito a valoracao v, e que é falsa em caso contrario
(ou seja, se v(X) =0).

Se V' & o conjunto das formulas de L gerado a partir das formulas do
conjunto V' mediante a definicdo acima (isto é, aplicando-se os conectivos
l6gicos),* entdo podemos definir uma aplicagao v de V' em 2 = {0,1} do
seguinte modo:

(1) Se X € V, entao v'(X) = v(X)
(2) Para todas a e § em V', tem-se que:

(i) v'((ma)) = (v'())*, onde z* denota o complemento de z na é&lgebra
de Boole 2.

(i) v'((r = 5)) = (v'(@))" L' (D).
Pode-se provar que ha uma tinica v que preenche as condi¢oes acima.’
Se v'(a)) = 1, dizemos que a valoracao v satisfaz a formula o, e escrevemos
v sat «, e que v nsat a em caso contrario. Ainda, se I' é um conjunto de
formulas, entao escrevemos v sat I' se v sat o para toda o de I'. Neste caso,
dizemos que v ¢ um modelo de I". O conceito de v nsat I' é introduzido de
modo 6bvio (existe pelo menos uma formula « de I tal que v nsat «).

Tendo em vista a definicao acima dos conectivos A, V e <, resulta que:

V{aAB) =v'(a) v (5)
V{aV ) =v'(a)Uv'(F)
V(a < f) = ((v'())" U (8) M (v'() U (0'(5))7)

3Na verdade, usamos a ‘algebra de Boole’ 2; Sobre reticulados e dlgebras de Boole, ver o
Apéndice A. A escolha de tal algebra caracteriza nossa logica ‘a dois valores’; poderiamos
ter escolhido outro conjunto imagem (outra algebra de Boole completa), mesmo uma
contendo uma infinidade de valores.

4Para detalhes, ver o Apéndice B.

A prova é feita fazendo-se uso do chamado Teorema da Recursdo. Ver o Apéndice B.

)N
) U
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Uma férmula a é consequéncia ldgica de um conjunto I' de féormulas, e
escrevemos
I'Ea

se toda valoragao (definida no conjunto das variaveis proposicionais que ocor-
rem nas formulas de I') que satisfaz as formulas de I' satisfaz a. Em outras
palavras, todo modelo de T" é modelo de . Se I' = {ay,...,a,} e T | «,
escreveremos alternativamente

ag, ..., 0 E B

No caso particular de I' = (), entdo () = a, que escrevemos simplesmente

=«

o que quer dizer que toda valoracao satisfaz a. Neste caso, dizemos que « é
uma tautologia. Outro caso de interesse é quando nenhuma valoracao satisfaz
['; neste caso, [' = a para toda a. Por exemplo, tomemos I' = {3, =3}, que
nao é satisfeito por nenhuma valoragao (este resultado tem uma contraparte
sintatica que sera vista no teorema 3.0.4). Se « nao é satisfeita por nenhuma
valoracao, entao « é uma contradi¢cao, como por exemplo G A —f.
Escrevemos « |= 3 para denotar que {a} | [, e diremos que « implica
logicamente 3. Se a |= B e B = a, entdo « e (B sdo logicamente equivalentes.

Exercicio 2.1.1 Prove que =(aA) e ~aV -/ sdo logicamente equivalentes.

Exercicio 2.1.2 Verifique se o conjuntos de formulas seguinte tem modelo
(mais tarde veremos que isso implicara que o referido conjunto é consistente):

I'={a— -8, -0—7 7V-0— B}

2.2 Validade: Tabelas-Verdade

Mediante o conceito de valoracao visto anteriormente, pode-se provar a ex-
isténcia de um procedimento efetivo (um algoritmo) para se saber, dados um
conjunto I' = {ay, ..., a,} de formulas e uma formula 3, se

ar, ..., an E B

ou nao. Em particular, tomando I' = (), tal algoritmo servird para que
possamos determinar se uma dada féormula é ou nao uma tautologia. O
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método que empregaremos é o das tabelas-verdade. Comecemos com um
exemplo, a saber, mostrar que

ﬁA\/B):AHB.

Para tanto, considera-se todas as possiveis valoragoes com dominio {A, B}
(note que A e B sdo variaveis proposicionais; se fossem formulas molecu-
lares, o dominio deveria ser o conjunto de todas as varidveis proposicionais
que ocorressem nas formulas envolvidas, conforme a definicao vista de ‘val-
oracao’). Obviamente, héa 4 fungées possiveis de tal conjunto em {0, 1}, que
chamaremos de v;, 1 = 1,...,4.

As valoracoes podem ser dispostas numa tabela como a abaixo, cada linha
representando as imagens v;(A) e v;(B) de cada valoragao:

A|B
(%) 1 1
Vo 1 0
(%] 0 1
V4 0 0

Esta tabela pode ser ampliada de sorte a incluir as formulas -A V B e
A — B. Abaixo de cada uma delas, sao indicados os valores que assumem
para cada uma das possiveis valoracoes. Tais valores sao obtidos, como ja se
viu anteriormente, do modo seguinte (indicaremos alguns casos, chamando
de v; (i = 1,...,4) respectivamente as valorac¢oes descritas pelas linhas da
tabela acima):

Tem-se portanto, para vy:

v (mAV B) = v (—A) U (B)
= (vi(A4))" Uvi(B)
= 1"ul
= 00Ul

De modo similar, e omitindo alguns detalhes 6bvios,
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Ug(_'A\/B) = UQ(A)UUQ(B)

= 0uo
=0
E facil ver que obtem-se a tabela seguinte, onde as linhas de 1 a 4 denotam
os valores das formulas correspondentes para as valoracoes vy, . .. v4:
A|/B|-AVB|A—B
111 1 1
110 0 0
0|1 1 1
010 1 1

O que resulta é que =AV B e A — B tém ‘a mesma tabela’, ou seja,
toda valoracao que satisfaz uma delas também satisfaz a outra. Em outras
palavras, as formulas em questao sao logicamente equivalentes e resulta o
que se queria demonstrar.

Perceba que por definicao uma féormula tem sempre um niamero finito de
letras proposicionais, de sorte que as tabelas-verdade (como sao denominadas
as tabelas como as acima) terao sempre um nimero finito de linhas.5

Se atentarmos para a definicao precendente, podemos obter facilmente
as tabelas-verdade (cada linha representa uma valoracdo diferente, ou um
mundo possivel):

Al A

1 0

0 1
A|B|ANB|AVB|A—B| A< B
1|1 1 1 1 1
110 0 1 0 0
011 0 1 1 0
010 0 0 1 1

5Por inducdo, é facil mostrar que se ha n varidveis proposicionais envolvidas, havera
2™ valoragoes possiveis, logo, 2" linhas na tabela-verdade.
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A tabela do condicional A — B expressa bem o que foi dito acima sobre
a distincao desta forma de ’implica’ e a nogao intuitiva de ’acarreta’. Com
efeito, o condicional material que estamos usando capta a seguinte nocao,
atribuida a Filo, que segundo consta dizia que um verdadeiro condicional
é aquele que nao tem um antecendente verdadeiro e um conseqiiente falso
[Mat65, p. 203]. Assim, a sentenga usada anteriormente "Se 1+ 1 = 5, entao
Florianopolis é a capital da Paraiba"é verdadeira em virtude do antecedente
ser falso (linha 3 da tabela).

Decidibilidade Acima vimos o conceito de sistema formal decidivel. Por
um método de decisao para um sistema formal F entende-se um método por
meio do qual podemos decidir em um nimero finito de passos se uma dada
formula é ou nao um teorema de F. O chamado problema de decisao de F é
encontrar um tal método ou provar que ele nao existe. O problema reside em
que é preciso definir de modo sensato o que significa ter-se um método, o que
se faz com o auxilio da Teoria da Recursao, uma das mais importantes areas
da logica atual, mas que nao abordaremos aqui; em vez disso, suporemos
que os conceitos acima sao intuitivamente claros, e o que interessa enfatizar
é que as tabelas-verdade fornecem um método de decisao para o Célculo
Proposicional Classico.

Observa-se que esse resultado se assenta no fato de que mediante o uso de
tabelas-verdade podemos determinar (em um ntmero finito de passos, pois
a tabela tem um namero finito de linhas) se uma dada formula é ou nao
uma tautologia; basta que obtenhamos a sua tabela-verdade (ver exemplo
abaixo). Se a formula assumir valor-verdade 1 para toda valoracao (ou seja,
a sua tabela-verdade so6 contém 1’s), entao ela é uma tautologia; se s6 contiver
zeros, ¢ uma contradicdao (e, tendo zeros e uns, é dita ser uma contingéncia).
Isso posto, o que se disse é resultado de um teorema, conhecido como Teorema
da Completude (para o calculo em questao), que assevera que toda tautologia
¢ um teorema deste céalculo (vale também a a reciproca, conhecida como
Teorema da Corregao). Esse teorema sera comentado posteriormente. Logo,
determinando as tautologias, estamos determinando os teoremas do Calculo
Proposicional.

Exercicio 2.2.1 (Importante) Mostre que para toda valoragao v’ como
definida acima para as formulas do calculo C é tal que, para toda férmula «,
tem-se que v'(«) # v'(—a). Este resultado seré usado abaixo.
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2.3 Digressao: ‘Implicacao Fisica’

Para o contexto das ciéncias fisicas, convém explorarmos um pouco o condi-
cional material visto acima. Como vimos, este condicional é tal que o — (3
verdadeiro se ‘—aV 3’ 0 é (ou, equivalentemente, se ‘~(aA—f3)’ é verdadeiro).
No entanto, ‘—a'V 3’ é verdadeiro em qualquer um dos seguintes casos: (1) «
¢ verdadeiro e 3 ¢é verdadeiro; (2) « é falso e  é verdadeiro, e (3) a ¢ falso e
[ é falso. Examinando esses casos, verificamos que se « é falso, ndo importa
o que (3 seja: o condicional a — [ serd verdadeiro. Logo, somos levados a
pensar que uma proposicao falsa pode implicar qualquer proposicao, e que
qualquer proposicao implica uma proposicao verdadeira. Por exemplo, Se
1+ 1 = 5, entao Florianopolis ¢ a capital da Paraiba, é verdadeira, assim
como Se 14+ 1 =25, entao Florianopolis € a capital de Santa Catarina, como
também Se a Lua é feita de queijo, entao Bertrand Russell é um dos autores
de ‘Principia Mathematica’, j4 que em todos esses casos o antecedente do
condicional é falso.

Tais situagoes, conhecidas como paradozos da implicacao material sao
contornadas quando se percebe que a proposicao o — [ é formada usando-
se as proposicoes « e 3, mas nao diz respeito a elas individualmente, devendo
ser lida ‘como um todo’, sem que se estabeleca um wvinculo entre elas. Em
seu livro Survey of Symbolic Logic, de 1918, C. I. Lewis introduziu um outro
tipo de implicacao, dita ‘implicacao estrita’, representada aqui por ~’; in-
tuitivamente, a ~» [ significa que é impossivel que « seja verdadeira e (3
seja falsa. Desse modo, expressa-se, contrariamente ao caso da implicacao
material, uma relacao entre o e 3. Os sistemas modais de Lewis permitem
tratar de situagoes envolvendo os conceitos de possibilidade e necessidade,
contrariamente a logica classica. Usando-se o simbolo & para exprimir a
possibilidade, entao o ~ [ denota =< (a A =5).

Em fisica, no entanto, parece ser importante um outro tipo de consid-
eracdo.” Suponha que seja dada a seguinte proposicao condicional: Se eu
jogo manha caneta do alto da Ponte Hercilio Luz as 8:00:00 h, entao minha
caneta chega a dgua as 8:00:05 h. Simbolizando tal proposi¢ao por o — (3
em sentido 6bvio, a implica¢ao material nos diz (em outras palavras) que se
a é verdadeira em uma situacao fisica s, entao ( o serda em s. Essa maneira
de entender o condicional, no entanto, nao resulta conveniente para todas
as situagoes, posto que nao reflete um modo adequado de representar cer-

"Adaptaremos o exemplo dado por Dalla Chiara em [Dal83].
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tas situacoes fisicas. Com efeito, admita que eu tenha jogado minha caneta
do alto da Ponte Hercilio Luz nao as 8:00:00, mas as 9:00:00. Neste caso,
ambas as proposicoes Se eu jogo minha caneta do alto da Ponte Hercilio
Luz as 8:00:00, entao minha caneta chega a dgua as 8:00:05 e Se eu jogo
minha caneta do alto da Ponte Hercilio Luz as 8:00:00, entao minha caneta
chega a dgua as 7:00:00 serao verdadeiras, posto que o antecedente de cada
uma é falso. Em outras palavras, apesar de serem verdadeiras as duas 1l-
timas proposicoes, elas nao refletem a ‘situagao fisica’ ocorrida, em nada
contribuindo para o seu estudo. Como diz a nossa autora, “praticamente
todas as leis fisicas interessantes, que estao na forma condicional, nao corre-
spondem a implicagoes logicas” (implicagdo material). No seu artigo, Dalla
Chiara apresenta um estudo da ‘implicacao fisica’, que segundo ela é mais
adequada para os propositos dessa disciplina.

De qualquer modo, fica aqui observado mais uma vez que o sentido da
palavra ‘implicacao’ que usamos em matematica muitas vezes sem nos dar
conta, diz respeito a implicacao material, como a denominou Bertrand Rus-
sell, nao se estabelecendo qualquer tipo de ‘vinculo’ entre antecedente e con-
seqiiente. Por isso, nao devemos estranhar que Se 1 + 1 = 5, entao Moscou
fica na América seja verdadeira. Na verdade, este tipo de exemplo nunca
ocorre, exceto em textos muito introdutorios de logica. A importancia do
condicional material em matematica vem do fato que ele permite que chegue-
mos a conclusoes do tipo "Se x pertence ao conjunto vazio, entao x pertence
a B, qualquer que seja o conjunto B. Como nada peretence ao vazio, o
antecedente do condicional é falso e conseqiientemente o condicional é ver-
dadeiro, o que implica (aqui sim no sentido de acarretar) que o conjunto
vazio é subconjunto de qualquer conjunto, fato este desejavel em matematica
(se necessario, reveja a defini¢do de inclusao dada a pagina 29).

Varios logicos tentaram superar objecoes como as acima relacionadas com
a implicacao material. O condicional estrito de Lewis nao é o tinico; a impli-
cacao relevante, que fundamenta as chamadas ‘Logicas Relevantes, objetiva
estabelecer uma maneira sensata de se formalizar @ = [ (a implicagao rel-
evante é simbolizada por =) como exprimindo, caso seja verdadeiro, que «
impoe (entails) [, no sentido de acarretar. Para uma idéia acerca de tais
logicas, veja [Cos94, pp. 152ss|.
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2.4 Conectivos adequados

Uma fungao booleana® n-aria é uma aplicagao de {0,1}" em {0,1} (dotado
de uma estrutura de algebra de Boole). Se o é uma formula cujas variaveis
proposicionais ocorrem entre Ay, ..., A,, seja v valoracao tal que v(4;) = x;,
z; € {0,1},i=1,...,n. A partir de @ podemos definir uma fun¢ao booleana
fa n-aria pondo

falz, .. x,) = v(@)
Exemplo 2.4.1
Para z; € {0,1}, i =1,...,n, definimos I"(z1,...,x,) = z;.

Seja a a formula —A. Entao pomos f, : {0,1} — {0,1} como f,(z;) =
v(a) = v(—A) = (v(A))* (na algebra de Boole). Em palavras, f, ‘troca’ o
valor-verdade que v assinala a A.

Seja v a formula 3 — . Definimos f, : {0,1}> — {0, 1} pondo fo(z1,72) =
(If (w1, 22))" W I3 (w1, 22).

Neste ultimo caso, note que se r; e o denotam os valores-verdade de 3
e 7y respectivamente, entdo a tabela abaixo (de f,) reproduz fielmente a de

B —

I T (112(171,1'2))* |_|]22(ZE1,$2)

el Nl Neawl il

1
0
1
1

OO | =

Exercicio 2.4.1 Usando as definicoes conhecidas de A, V e < a partir de
- e —, obter fun¢oes boolenas que representem as tabelas de 3 A~, BV v e

B e

Nota-se por outro lado que dar uma funcao booleana n-aria é nada mais
do que dar uma tabela-verdade com n linhas. Por exemplo, a tabela seguinte
define uma funcao booleana ternaria:

8Ver [End72, pp. 45ss].
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Ty | T2 | T3 f(ﬂfl,l"z,iﬁ?,)
1 1 1 0
1 1 10 1
1 0 |1 1
1 0 |0 0
0 1 1 1
0 1 [0 1
0 |0 |1 0
0O |10 [0 1

O problema interessante é estabelecer o inverso: dada uma tal tabela,
achar uma férmula que tenha tal tabela como tabela-verdade. Essa questao
foi resolvida por E. Post em 1921, e seré visto abaixo.

2.4.1 O Teorema de Post

Vimos acima que era pertinente indagar, dada uma tabela-verdade, ou seja,
dada uma funcao booleana, se é possivel encontrar uma féormula que tenha
tal tabela como tabela-verdade. O teorema seguinte soluciona essa questao.

Metateorema 1 (Teorema de Post) Seja f uma fungao booleana. Entao
existe uma formula o tal que f = f,.

Demonstragao: Se Img(f) = {0}, basta tomar o como sendo qualquer con-
tradigao, por exemplo, “A A A. Se Img(f) # {0}, admita que f seja n-aria.
Para cada 1 < i < 2", seja [; a conjuncao Ui A ... AU, onde Uj é Aj se na
i-ésima linha da tabela de f a varidvel x; assume valor-verdade 1, e U; ¢ —A;
em caso contrario. Por exemplo, para a fun¢ao f da tabela precedente (ver
parte final da Nota 2), temos:

Ly é Ay NAs N As
Ly & Ay N Ay N A3
Ly é Ay N—As N\ As
Ly é Ay N—As N A3
Ly é mA; NAs N As
Lg & mA; N Ay N A3
L7 & mA; N Ay N Aj
Lg & Ay A=Ay AN A3
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Considere agora o como sendo a disjuncao de todas as L; que correspon-
dem a linhas nas quais f assume valor 1. No caso, « é LyV L3V L5V LgV Lg.
O que se afirma é que « é precisamente a formula que tem a tabela-verdade
descrita por f. Com efeito, definida uma valoracao v, ou seja, dada uma
atribuicao de valores-verdade para A;,i = 1,...,n, digamos que v corre-
sponda a linha j da tabela. Entao v(L;) = 1, mas v(L;) # 1 para todo
i # j. Se f assume valor 1 na linha j, entao L; é uma das disjuncoes de «,
logo v(a) = 1 em tal caso. Por outro lado, se f assume valor 0 na linha j,
entao L; nao é uma das disjuncoes de «, e entao todas as L que compoem
a assumem o valor-verdade o para tal atribuicao, logo v(a) = 0. Portanto,
a ‘gera’ a tabela de f. O

Corolario importante é que o contém somente os conecticos logicos —, A
e V. Tendo em vista a possibilidade de se definir os conectivos a partir de
outros, resulta imeditato o seguinte resultado:

Corolario 2.4.1 A qualquer fun¢ao booleana corresponde uma formula cujos
unicos conectivos sao - e A\, ou entao somente — eV ou entao somente < e

—.

Os conjuntos {—, A}, {—=,V} e {—, —} dizem-se conjuntos adequados de
conectivos para o Calculo Proposicional. Intuitivamente, a partir de qualquer
desses conjuntos podemos obter todos os demais conectivos.

Exercicio 2.4.2 Justifique esta altima alfirmativa. Mostre porque {—, <}
nao é um conjunto adequado de conectivos. Idem para {—} (veja explicagao
a seguir).

Mais formalmente, o que acontece é o seguinte (vamos exemplificar tomando
{=, A} como conjunto basico). Chamando de 2 ao conjunto {0,1}, a fun¢ao
booleana * é obviamente uma funcao de 2 em 2, como ja se viu, ao passo que
M é uma funcao de 22 em 2. A definicio de o V 3 a partir de = e A usara
essas duas fungoes * e ', como é se de esperar. A partir delas, definimos a
fungao U : 22 — 2 pondo L =45 * oMo« onde o denota a usual composi¢io
de funcoes e *¢ é a extensao candnica de * ao conjunto 2 x 2.7

Assim, a partir de um elemento genérico (z,y) € 2 x 2 (do dominio de L),
obtemos U(z,y) = *(M(x°(x,y))) = *(M(x(x), *(y))). A fungao U tem pre-
cisamente a tabela de AV B, como se pode mostrar facilmente (exercicio).'

(), ()
«(0) = 1.

9Ver [Bou68, Cap. II, § 3, No. 9]. Ou seja, *°(x,y) =
0Por exempo, LI(1,1) = x oMo *¢(1,1) = * 0 1(0,0) =
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De modo semelhante, definem-se fungoes adequadas para expressar A —
B e para A < B e, dai, estendem-se tais fun¢oes para férmulas mais gerais
aV fp, a — e para a < . Para completar o exercicio, podemos fazer
o mesmo partindo de outro conjunto bésico, escolhido dentre os adequados.
No entanto, resultado importante é constatar que a partir de {—, <} nao
se pode obter os demais conectivos; em outras palavras, tal conjunto nao é
adequado. A prova deste fato advém de que nao se consegue definir funcoes
booleanas adequadas para espelhar os demais conectivos a partir daquelas
que caracterizam os conectivos — e <. Com efeito, as tnicas fun¢oes-verdade
que se pode obter a partir desses dois conectivos sao as dadas pela tabela
abaixo, e se aplicarmos — a qualquer delas ou < a quaisquer duas delas,
resultard em uma das funcoes da tabela, como é facil ver.!!

A|B|-A|-B|A—~A|A—~-A| A~ B| A< —-B
1110 0 1 0 1 0
1101 0 1 1 0 0 1
011 1 0 1 0 0 1
001 1 1 1 0 1 0

Analogamente, {—=} nao é adequado pois as tinicas fun¢oes de uma variavel
definiveis a partir desse conjunto sao a fungao identidade e a propria negagao,
a0 passo que uma funcao que assuma sempre valor 1 nao pode ser definida.

2.4.2 Conectivos de Sheffer

Caberia perguntar de nao h& conjunto contendo um sé conectivo que seja
adequado para expressar todas as funcoes booleanas. A resposta é afirmativa;
tais conectivos sao conhecidos como ‘barras de Sheffer’, simbolizados por | e
|. O primeiro deles, que pode ser denominado negagdao conjunta'?, é definido
pela tabela seguinte:

1 Qutra demonstragao deste fato pode ser vista em [Men77, p. 31].
12¢Joint denial’, cf. [Men87, p. 24].
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OOP—‘)—\:];
OHOHUU
= OO O

E facil ver que =4 «» (A | A),eque AANB < ((A| B) | (B | B)). Tsso
posto, a adequacao de {|} segue do que foi exposto acima. Este conectivo
pode ser definido a partir dos nossos conhecidos do seguinte modo:

A | B =4 (AN B),

o que mostra porque A | B é verdadeiro se e somente se nem A e nem B sao
verdadeiros (é o ‘oposto’ de A). Uma frase tipica que poderia ser traduzida
com o auxilio desse conectivo é "Nao ambos, Joao e Carlos, podem ocupar
a vaga na direcao da revista'". Claro estd que a tnica situagao em que ela
podera ser falsa serd no caso dos dois ocuparem o cargo.

O outro conectivo, dito negacao alternativa,'® é o ‘oposto’ do V, e expressa
o usual "nem A e nem B"como em "Nem Antonio e nem Carlos ocuparao a

direcao da revista'". Entao, temos:

A[ B AB
11 ] o0
1o 1
01| 1
00 0

Analogamente, este conectivo pode ser definido assim:
A|B =4 7(AV B)).

Constata-se facilmente que sao tautologias: —A < (A|A), e que AV B «
((A|B)|(B|B)), de sorte que a adequagao de {|} fica também estabelecida.

O resultado seguinte mostra que | e | sdo os tnicos conectivos que, soz-
inhos, sao adequados:

Metateorema 2 Os inicos conectivos que, sozinhos, sao adequados para se
obter todas as fungoes booleanas sao | e |.

13|Men87, Loc. cit.]
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Demonstragao: Assuma que A® B é um conectivo adequado. Se v(A®B) =1
para alguma valoracao v, entao a partir de ® nao poderiamos obter —A,
pois se v(A) = 1, entdo nunca obteriamos um modo de definir = a partir
de ® de sorte que v(—A) = 0. Assim, necessariamente v(A ® B) = 0 se
v(A) = v(B) = 1. Analogamente, concluimos que deve ser v(A ® B) = 1 se
v(A) = v(B) = 0. Ficamos entao som a seguinte tabela:

Ao B

ol ==
o=~ Iy
=l |ol®

Resta saber o que devem ser a e b. Se a e b sao 0,0 ou 1,1, entao ® seria |
ou | respectivamente. Se sao 0,1 ou 1,0, entao A® B < -Bou A®B <« —-A
respectivamente sao tautologias, e em ambos os casos © seria definivel em
termos de — somente. Mas ja vimos que {—} nao é adequado, o que completa
a demonstragao. O

2.5 Tabela de tautologias
Util é a seguinte tabela de tautologias:
(1) Lei da Identidade: «a — a (ou o < «)
(2) Lei do Terceiro Excluido: oV —«

(3) Lei da Contradicao (ou da Nao-Contradi¢ao): —(a A —a)

(4) Lei da Dupla Negacao: «a < =«

B)

)
)
)
)
(5) Lei de Peirce:  ((« — ) — «) — « (ou, equivalentemente, aV (o —
)
6) Comutatividade de Disjungdo: aV < Va

)

)

(
(7) Comutatividade da Conjungao: aAf < A«
(

8) Associatividade da Disjungao: aV (BV7y) < (aV () Vy
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9) Associatividade da Conjungao: a A (BA7) < (aAP) Ay

10) Lei da Contraposi¢ao: (o — ) < (= — —«)

11) Leis de De Morgan: —(aA () < (—naV =8), —(aV )« (naA-pf)
12)
aV @) A(aVy).

Leis Distributivas:  a A (BVy) < (aAB)V(aA7y), aV(BAy) <

13) Lei do Destacamento (Modus Ponens): a A (a — () —

14) Modus Tollens: =S A (o — ) — —«

)
)
15) Tollendo Ponens:  (aV ) A —a — (8
)
17) Silogismo Disjuntivo: (Vv B) A (e — ) A (B — ) — (7 V)
)

18) Paradoxos da Implicagdo Material: o — (6 — «a), —a — (a — (),

a—B)V(3—a)
19) Regra de Duns Scotus: a A —-a —
20) Forma Implicacional da Lei de Duns Scottus: o — (—a — 3))

1) Lei da Comutagao ou de Permutagao de Premissas: (a« — (8 — 7)) —

(

(

(

(

(

(

(

(

(16) Silogismo Hipotético:  (a — B) A (8 — ) — (& — 7)
(

(

(

(

(

(2

(B —(a—7))
(

22) Redugao ao Absurdo (qualquer proposi¢ ao implica ela mesma; logo, se
a negagao de uma proposi¢ao também a implica, ela é sempre verdadeira):
(ma — a) — «a)

(23) Lei da Simplificagao (quglquer proposi¢ao implica uma proposicao ver-
dadeira): a — (8 — «)

Validade de argumentos, II Na péagina 21, dissemos que veriamos um
outro modo para verificar se um dado argumento é ou nao valido. Com o
uso das tabelas de verdade e dos conceitos semanticos vistos acima, ¢ bem
facil ver como isso pode ser feito. Um argumento é valido se a conclusao
for verdadeira sempre que as premissas o forem. Em outras palavras, se as
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premissas forem verdadeiras, a conclusao o sera necessariamente. Por ’pre-
missas serem verdadeiras’ obviamente queremos dizer que todas elas o sao,
ou seja, a sua conjunc¢ao é verdadeira. Assim, sendo ayq, ..., q, as premissas
de um argumento e 3 a sua conclusao, entao ele serd vilido se e somente
se ai,...,a, — [ for uma tautologia. Por exemplo, mostre usando este
procedimento que o argumento visto na pagina 21 é valido.



Capitulo 3

Axiomatizacao do Calculo
Proposicional

NESTA SEGAO erigiremos uma teoria formal para o Calculo Proposicional
Classico, a qual chamaremos de C. Anteriormente, ja apresentamos a lin-
guagem L de C, que contém os conectivos logicos = e —, além de variaveis
para proposicoes A, B, ... e parénteses. Também vimos como selecionar, den-
tre o conjunto das expressoes da linguagem (seqiiéncias finitas de simbolos),
as formulas de L. Desse modo, preenchemos dois dos quesitos para se erigir
uma teoria formal, como visto. Resta portanto explicitar os axiomas e as
regras de inferéncia de C, o que faremos no que se segue.

Axiomas de C
Sendo «, (e v formulas quaisquer de L, entao:

(A1) a — (8= a)
(A2) (@ = (B— ) — ((a = B) = (a = 7))
(A3) (-8 = —a) = (-8 — @) — f)

A tnica regra de inferéncia € Modus (Ponendo) Ponens, abreviadamente
MP, também dita Regra do Destacamento:

(MP) De a e de a — 3, inferimos . Como é usual, representamos este fato

escrevendo:
a, a— 3

g

45
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Este sistema é apresentado em Mendelson 1997. Como ja se viu anterior-
mente, as regras de inferéncia (ou de deriva¢ao) dizem de que modo podemos
derivar (ou demonstrar) certas proposi¢oes a partir de premissas assumidas
ou de outras proposicoes ja demonstradas, tratando-se de algo diverso de uma
formula, como uma tautologia por exemplo. Assim, Modus Ponens (a regra)
difere da tautologia de mesmo nome listada acima. Como vimos no capitulo
precedente, uma regra (de inferéncia) pode ser vista como um par ordenado
cujo primeiro elemento é um conjunto de formulas (as premissas da regra),
enquanto que o segundo elemento é uma férmula, a conclusao da regra. As
regras sao fundamentais para a nogao de derivabilidade, ja introduzida antes.

Na regra MP acima, assim como nos axiomas, empregamos varidveis Sin-
taticas (metavaridveis) para formulas: «, 3, .... Note que tais letras gregas
nao fazem parte do vocabuario basico de L. O uso de varidveis sintaticas
na formulagao de (A1)—(A3) acima faz com que tais espressoes constituam
na verdade esquemas de axiomas, ou seja, tais expressoes sao ‘formatos’ de
formulas (os ‘verdadeiros’ axiomas), ja que as letras gregas representam for-
mulas de L (obtidas empregando-se os simbolos do vocabulario béasico). Por
exemplo, é axioma de C a seguinte formula, que é uma ‘instancia’ de (Al):

(A—B) = (CVv~-D)—(A—B))

Do mesmo modo, para « e 3 formulas quaiquer, sao axiomas de C as férmulas
seguintes, que sdo também instancias de (Al):

B—(8—p)
a— ((a—a) —a)

Se tivéssemos empregado simbolos basicos de L na formulagao dos ax-
iomas, por exemplo escrevendo A — (B — A) para (Al), e fazendo coisa
analoga com os demais axiomas, teriamos que introduzir uma outra regra
de inferéncia, dita Regra de Substitui¢ao (ou da Fztensionalidade), a qual
assevera que ‘se em uma proposicao valida algumas ocorréncias de uma dada
variavel proposicional forem substituidas por uma mesma féormula, o que se
obtém é ainda uma proposicao valida’. Contextos nos quais uma tal regra
¢ valida sdo denominados de truth-functional (ou ‘extensionais’). Na lin-
guagem natural, é facil dar exemplo de contextos que nao sao estensionais
nesta acepcao. Por exemplo, considere uma proposicao da forma “Os me-
dievais acreditavam que a Terra é plana”, que é verdadeira (feitas algumas
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restrigoes 6bvias); substitua agora a proposicao ‘a Terra é plana’ por ‘o poder
de Deus nao esta acima do poder dos homens’, que para eles era falsa (re-
stri¢oes idem). Exemplos de logicas que ndo sao extensionais sdo as Logicas
Modais, que formalizam operadores como ‘necessario’, ‘possivel’, assim como
as logicas que envolvem contextos de crenca.

Os conceitos de teorema, de conseqiiéncia de um conjunto de premissas
etc. aplicam-se aqui da mesma forma como introduzidos anteriormente. Ve-
jamos alguns exemplos mas, antes, facamos uma distin¢ao fundamental entre
teorema do Célculo Proposicional e de teorema sobre o Calculo Proposicional,
ou seja, metateoremas. O contexto deixa clara a diferenca entre eles, mas é
interessante que percebamos a sua disteingao.

Teorema 3.0.1 HFa — «

Prova:
. a— (o — a) — «) (A1)
2. (a—=((a—=a)—=a)) = ((@a=(a—a))—=(a—a)) (A2)
3. (= (a—a)) = (a—a) 1,2, MP
4. o — (@ — «) (A1)
9. @ — « 3, 4, MP

Observe que o simbolo - usado no enunciado do teorema esta indicando
que o — « é um teorema (formal) de C, ou seja, pode ser derivado a partir dos
axiomas deste calculo somente, sem o uso e quaisquer premissas. Ademais,
note que cada uma das formulas acima é um axioma ou é conseqiiéncia de
formulas precedentes da seqiiéncia por Modus Ponens, exatamente de acordo
com a definicao do que é uma prova, dada anteriormente.

Um teorema ja demonstrado, como o acima, pode ser usado em uma
outra prova, e sua inser¢ao em uma das linhas de tal prova simplesmente
significa que se esta substituindo toda uma derivacao ja feita anteriormente.
Por exemplo,

Teorema 3.0.2 F (ma — a) — «

Prova:
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1. (o — —a) = ((na — a) = a) (A3)
2. " — o Teo. 3.0.1
3. (ra—a) >« 1, 2, MP

Assim, na segunda linha, a introducao de —a — —a evita que se precise
acrescentar outras 5 linhas a prova (conforme Teorema 3.0.1).

Vejamos agora alguns exemplos de derivagoes a partir de conjuntos de
premissas.

Teorema 3.0.3 o — (f — ), fFa— 7~

Prova:
l.a—(8—7) Premissa
2. 0 Premissa
3. (a=(B—=7) = (=0 —(a—7) (A2)
4. (a = ) = (a— ) 1, 2, MP
5. 3 — (o — f) (A1)
6. a— 3 2,5, MP
7. a0 — 1y 4, 6, MP

Na verdade, chamar o resultado precedente de ‘teorema’ é contrariar a
definicao de teorema dada anteriormente. No entanto, seguiremos a pratica
matematica usual de considerar como teoremas de uma teoria também aque-
las proposicoes que sao derivadas em seu escopo a partir de premissas.

Exercicio 3.0.1 Mostre o seguinte: (Pode usar os teoremas ja provados)
Ha—=pF—-7Fa—y
2)a—=@—=7FF—(a—7)
(3) W = «

Faremos agora uma constatacao que é tipica nao s6 da logica classica,
mas da maioria dos sistemas, como a logica intuicionista ou as légicas po-
livalentes. Esse resultado pode ser assim enunciado: “De uma contradicao,
tudo se segue” (ex falso sequitur quodtlibed). A importancia desse resultado
serd comentada a frente.



O Teorema da Deducao 49

Teorema 3.0.4 o, ~aF (

Prova:
1. « Premissa
2. "« Premissa
3. a— (= — ) (A1)
4. ma — (20 — a) (A1)
5. =0 — -« 2, 4, MP
6. 28—« 1, 3, MP
7. (48— —a) = (<8 — a) = 8 (A3)
8. (f—a)—p 5, 7, MP
9. B8 6, 8, MP

Em outras palavras, se tivéssemos obtido a e ~a de algum modo, poderiamos
entdo derivar 3, qualquer que seja 5. Voltaremos a este ponto abaixo (ver a
se¢ao 56).

No momento, observe que o teorema acima esta formulado na metalin-
guagem de C. Em palavras, diz que Se tivermos a e —«, entdo podemos
derivar . Com o auxilio do Teorema da Deducao, que veremos a frente,
podemos derivar como teorema de C a formula o — (—a — ) ou, equiva-
lentemente, (o A =) — 3, que reflete o que se disse no interior do nosso
calculo.!

3.1 O Teorema da Deducao

O resultado seguinte, denominado Teorema da Dedugao (na realidade, um
metateorema acerca do calculo C), justifica a pratica matematica usual de se
obter uma prova de o — (3 assumindo-se o antecedente v como hipotese e,
com o seu auxiio, derivando (.

Metateorema 3 (Teorema da Dedugao) Sejam I' um conjunto de for-
mulas, o e B formulas quaisquer. Entao, se I, a = 3, tem-se que I' - o — [3.

LA derivacdo desse resultado pode ser feita sem o auxilio do Teorema de Deducio.
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Demonstragao: Vamos chamar de (*) a constatacao seguinte: o axioma (A1)
e a regra Modus Ponens implicam que se podemos deduzir S a partir de
a e de qualquer conjunto de hipéteses (como I'), entdo podemos deduzir
a — [3 a partir desse conjunto de hipoteses. Agora, vamos admitir que
haja uma derivacao de 3 a partir de I', «, e procederemos por inducao sobre
o comprimento desta derivacao, ou seja, sobre o nimero de férmulas que
aparece na seqiiéncia. Se ha somente uma foérmula na prova, entao esta
linha terd que ser . Mas # é um axioma, um elemento de I" ou é .. Nos
dois primeiros casos, a hipétese a nao é usada, assim podemos nos valer da
observacao (*) acima, que se aplica. Se por outro lado 3 é «, entdo, como ja
provamos que 3 — [3, teremos o que desejamos. Se a prova tem mais de uma
formula, assuma que o resultado do teorema vale para provas mais curtas
(hipotese de indugdo).? Se ¢ um axioma ou um elemento de T' U {a},
entao a deducao de (8 poderia ser obtida em um tnico passo, caso que ja
comentamos. Assim, suponhamos que 3 é deduzida de v e de v — « por
MP, e que essas duas férmulas ocorrem em etapas anteriores da seqiiéncia,
sendo portanto derivadas em etapas mais curtas que 3. Assim, pela hipotese
de indigao, ambas & — v e @ — (7 — ) podem ser derivadas de I". Agoras
usamos (A2) e MP duas vezes. O.

Exercicio 3.1.1 Complete os detalhes da demonstracao do teorema da de-
ducao.

Exercicio 3.1.2 Mostre usando o teorema da dedugao que —a — (o — 3))
é um teorema deduzindo @ — 3 do conjunto I' = {—a} e aplicando o teorema.

O Teorema da Deducao (TD) facilita em muito algumas provas em C.
Observa-se que ele nao é algo como que uma ‘regra de inferéncia’, que permita
fazer deducoes, mas tao somente algo que permite ’economizar’ em deducoes
no seguinte sentido: se podemos obter uma prova de (8 a partir de I' e de «,
entdo ha uma prova de a — 3 a partir de I'. E isso que ele nos diz, sem que
tenhamos necessariamente que obter esta tltima derivacao. Vejamos alguns
exemplos, iniciando com um resultado ja obtidodo anteriormente (pagina 48)
sem o TD. Usaremos a denominacao ‘Hipotese do TD’ para enfatizar o que
sera assumido como hipotese conforme enunciado do TD.

’Esta é a chamada ‘segunda forma’ do Principio da Inducdo, ou Principio de Inducio
Completa; para provarmos que uma, proposicao P é verdadeira para todos os naturais n,
mostramos que o fato de P ser verdadeira para todos naturais m tais que m < n implica
que ela é verdadeira para n.



Correcao e Completude o1

Teorema 3.1.1 a — (6 — ), fFa— 7~

Prova:
l.a—(8—7) Premissa
2. 3 Premissa
3. « Hipotese do TD
4. B — v 1, 3, MP
5.y 2, 4, MP
6. ¢ — 7y 1-5, TD

Repare que 1-5 nos deu « — (3, 3 — 7, a = v. A aplicagao do TD
levou-nos entao a o — (3, f = vy F a — 7.

3.2 Correcao e Completude

Daremos agora alguns resultados metamatematicos importantes acerca do
calculo C.

Metateorema 4 (Corregao) Todo teorema de C é uma tautologia. Ou
seja, se b «, entdao = .

Demonstrag¢ao: A demonstracao é feita por ‘inducao sobre teoremas’, técnica
ja explicada acima. Reromando a idéia basica, isso consiste no seguinte: para
provarmos que todos os teoremas de um sistema formal tém uma certa pro-
priedade (no caso, ser uma tautologia), incialmente provamos que os axiomas
tém esta propriedade, e depois que se as premissas de uma regra de inferéncia
tém a propriedade, a sua conclusao também a tem. No presente cao, por-
tanto, basta verificar que os axiomas (A1)-(A3) sdo tautologias e constatar
que se o e @ — [3 sdo tautologias, entdo 5 é uma tautologia (ou seja, a regra
de inferéncia Modus Ponens leva de tautologias a tautologias). O primeiro
ponto fica proposto como exercicio; quanto ao segundo, note que se a e se
a — ( sao tautologias, entao nao pode ser o caso de que (8 nao seja tautolo-
gia, pois se para alguma valoragdo v tivéssemos que v(a) = v(a — () =1
mas v(3) = 0 entdo, como v(a) = 1, teriamos que v(a — [3) deveria ser 0,
contrariando a hipotese de que é uma tautologia. Assim, v(3) = 1 para toda
valoragao v. O
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Exercicio 3.2.1 Provar que os axiomas (A1)—(A3) sdo tautologias.

Corolario 3.2.1 Sendo I' wm conjunto qualquer de formulas, entao se I' =
a, entao I' = a.

Outro teorema importante é o Teorema da Compacidade. Para demonstra-
lo, vamos considerar alguns Lemas, usando notacao o6bvia.

Lema 3.2.1 I' = (3 se e somente se I' U{=(} nao tem modelo.

Demonstragao: Suponha que I' |= 3 e, por absurdo, que haja uma valoragao
V" que seja modelo para I' U {=3}. Entao, v'(I') = 1 e v/(=5) = 1. Mas
como I' = 3, devemos ter v'(3) = 1, o que contraria o resultado mostrado
no exercicio (2.2.1). Reciprocamente, assuma que I'U{=(} nao tem modelo.
Seja v’ valoracao que seja modelo de I'. Objetivamos mostrar que v'(5) = 1.
Como I"'U{—/} nao tem modelo, v' ndo pode ser modelo para este conjunto
de formulas, logo, como no entanto é modelo sw I', segue-se que v'(=3) = 0,
e do exercicio (2.2.1) vem que v'(3) = 1, como queriamos provar. O

Um outro resultado importante, também conhecido como Teorema da
Compacidade, serda usado abaixo porém aqui somente enunciado. Diz ele o
seguinte:

Metateorema 5 (Compacidade, I) Se todo subconjunto finito de I' tem
modelo (ou seja, existe uma valora¢ao v tal que v(a) =1 para toda formula
a€ X com X CT finito), entao I' tem modelo.

Metateorema 6 (Compacidade, IT) Se I' = (3, existe um subconjunto
finito A C T tal que A | .

Demonstragao: Assuma que I' = (3. Entao pelo Lema acima I' U {—=3} néo
tem modelo. Pelo Teorema da Compacidade I, h4 um subconjunto finito
A" C T'U{fB} que nao tem modelo. Seja A =4y {a : a € T ANa € A’}
Entao A é um subconjunto finito de I' e AU{—(} nao tem modelo. Segue-se
portanto do Lema acima que A = 3, como queriamos semonstrar. O

Lema 3.2.2 Sejam [1,...,0, as varidveis proposicionais que ocorrem em,
uma certa formula «. Dada uma valoragao v, definamos B, como sendo
B, (i=1,...,n) sev(B;) =1 e B, é =B; em caso contrdrio. Definamos
ainda o' como sendo a se v(a) = 1 e o é -~ em caso contrdrio. Entao

B, ..., 0, Fa.
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Este Lema auxilia a prova do seguinte importante teorema:

Metateorema 7 (Completude) Toda tautologia é um teorema de C, ou
seja, se = «, entao - .

O método de prova do teorema acima é efetivo; intuitivamente, isso sig-
nifica que ele pode proporcionar um modo de se definir um algoritmo para
se obter uma prova de uma tautologia qualquer.

Exercicio 3.2.2 Usando o método da prova precedente, achar uma prova
para a tautologia 3 — (G V 7).

Corolario 3.2.2 SeI' |= a, entio I' - «.

Importante conseqiiéncia do teorema acima é a prova da consisténcia
do nosso célculo C. Lembremos que uma teoria formal 7' cuja linguagem
contenha um simbolo de negacao — é consistente se nao houver formula o tal
que « e —« sejam ambas teoremas de 7. Em outras palavras, tem-se, para
cada formula a, que Tt o ou T I/ —a. Caso isso nao ocorra, T' é dita ser
inconsistente. Temos entao:

Corolério 3.2.3 (Consisténcia) O cdlculo C é consistente.

Demonstragao: Pelo teorema da correcao, todo teorema é uma tautologia.
Como a negacao de uma tautologia nao pode ser uma tautologia, ¢ impossivel
que haja uma « tal que ambas, o e -« sejam teoremas de C. O

Corolario 3.2.4 Hda formulas de C que nao sao teoremas deste cdlculo.

Exercicio 3.2.3 Mostre que oV /3 nao é teorema de C. (Basta mostrar que
nao é uma tautologia)

3.3 Outras axiomatizacoes

Pode-se apresentar outras axiomaticas para o Calculo Proposicional Cléssico,
equivalentes aquela vista acima (no sentido de que seus axiomas dao a mesma
classe de teoremas). Na verdade, foram apresentadas vérias delas ao longo
do século XX. Como algumas dessas axiomaticas sao freqiientemente usadas
em varios contextos, é conveniente que travemos contato, ainda que por alto,
com algumas das principais.
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3.3.1 Axiomatica de Whitehead-Russell

O sistema em questao foi proposto originalmente por Whitehead e Russell na
primeira edicao dos Principia Mathematica, e tem como conectivos primitivos
- e vee; a expres sao o — (3 é usada para abreviar —a — (3. Os axiomas sao
os seguintes, na forma que lhes deram Hilbert e Ackermann, ainda que aqui
usemos esquemas de axiomas; a tnica regra ¢ Modus Ponens:

(1) avVa—«a
2)a—aVvyp
B)aVvpi—pVa
(4) (@ = B) = (yVa—yVp)
Na verdade, Whitehead e Russell usaram ainda um quinto axioma, a

saber, oV (V) — GV (aV7y), que no entanto foi mostrado ser redundante
por Paul Bernays em 1926.

3.3.2 Axiomatica de Frege-Lukasiewicz

O sistema que pode ser dito remontar ao Begriffsschrift de G. Frege (ex-
ceto pela notagdo) tem os conectivos - e — como primitivos, e os seguintes
axiomas (a unica regra ¢ Modus Ponens) (ver Tarski 1983, p. 43):

1) a—(f—a)

2) (= (B =) = (a—pB) = (a—7))
3) (= (B —=7) = (B—(a—=9))

4) (@ = ) = (= — —a)

5)

)

X —

(
(
(
(
(
(6

o — Ty

Posteriormente, Jean Lukasiewicz mostrou que estes seis axiomas podem
ser substituidos por somente trés, a saber:

(1) (@=5) = (B —=7) = (a—=7))
(2) o — «

(3) a = (ma = f)
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3.3.3 Axiomatica de Kleene

O sistema apresentado por S. C. Kleene em 1952 tem os seguintes conectivos
primitivos: V, A, — e —, e a Unica regra é Modus Ponens. Os axiomas sao:

3.3.4 Sistemas com um Unico axioma

Usando-se os conectivos de Sheffer vistos acima, pode-se apresentar sistemas
de axiomas para o calculo proposicional com um tnico axioma. Por exemplo,
Nicod apresentou em 1917 a seguinte axiomética, que tem | como tnico
conectivo logico:

(AJBIYDI]G10) (el A ((ale)l(ale))))

A tnica regra de inferéncia é a seguinte: 7 segue de a de de «|(5]7).

Se usarmos — e — como primitivos, podemos ter um sistema com um
tinico axioma, a saber (Meredith, 1953), cuja tnica regra de inferéncia é
Modus Ponens:

(e =) = (7= =) =) =€) = (= a) = (6 — )
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3.4 Digressao: Inconsisténcias e Trivialidade

Uma teoria T' tal que todas as féormulas de sua linguagem sejam teoremas
de T é dita trivial. Uma teoria trivial, aparentemente, nao tem qualquer
utilidade, pois nao se pode distinguir as suas 'verdades’ de suas 'falsidades’.
Fato relevante é que uma teoria, se for baseada na logica classica (ou mesmo
na maioria dos sistemas, mesmo nao cléssicos) é inconsistente se e somente se
for trivial. Isso de deve ao seguinte fato. O teorema 3.0.4 visto acima mostrou
que se derivarmos em T’ tanto a quanto —a, entao todas as formulas de sua
linguagem serao teoremas dessa teoria, ou seja, 1" sera trivial. A reciproca
é simples: se em T derivamos qualquer féormula de sua linguagem, entao
derivamos aA—« e T é inconsistente. Como se percebe claramente, a presenca
de uma contradigao viola o Principio da Contradi¢ao visto anteriormente.

Este fato certamente é o principal motivo pelo "horror a contradi¢oes’ que
ha na logica tradicional e na matematica. Alids, um dos pontos do célebre
Programa de Hilbert consistia precisamente em provar a consisténcia das teo-
rias matematicas [Pra93|, ou sejaq, livra-las das contradigdes. No entanto, a
lida com inconsisténcias de alguma forma sempre foi assunto de certas areas
da filosofia, e a sua presenca haveria de ser estudada de um ponto de vista
logico com mais detalhe. Entre 1910 e 1913, o polonés Jean fukasiewicz
(1876-1956) e o russo Nicolai Vasiliev (1880-1940) salientaram, de forma in-
dependente, que similarmente ao que se deu com os axiomas da geometria
euclidiana, alguns principios da loégica aristotélica poderiam ser revisados,
dentre eles o Principio da Contradicao. Como é bem sabido, em geome-
tria os questionamentos acerca do chamado Quinto Postulado de Euclides
mostrou que ele era independente dos demais axiomas da geometria euclidi-
ana (os matematicos queriam saber se o quinto postulado, dito Postulado das
Paralelas, que nao era taoi intuitivo quanto os demais, podia ser deduzido
desses), podendo portanto ser substituido por alguma forma de negativa,
originando-se com isso as chamadas "geometrias nao-euclidianas". Uma de-
las, a geometria Riemanniana, foi usada por Albert Einstein (1879-1955) na
formulagao da relatividade geral. A relevancia dessas geometrias, antes tidas
como meras especulacoes matematicas, tornou-se patente; de forma breve,
podemos dizer que a "geometria do mundo"(de acordo com a teoria da rela-
tividade), é ndo-euclidiana.

Fukasiewicz e Vasiliev preocuparam-se com a possibilidade da derro-
gacao do Principio da Contradi¢ao, mas nao construiram sistemas logicos
estrito senso que dessem vazao a esta possibilidade. Foi um discipulo de
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Fukasiewicz, S. Jaskowski (1906-1965), que apresentou em 1948 um sistema
logico que poderia ser aplicado a sistemas envolvendo inconsisténcias sem
que no entanto resultasse que todas as suas formulas pudessem ser derivadas
como teoremas. O sistema de Jaskowski no entanto limitou-se ao calculo
de proposigoes. Foi o logico brasileiro Newton C. A. da Costa (1929-), en-
tao professor da UFPR que, independentemente de Jaskowski (cujos trabal-
hos haviam sido publicados em polonés), iniciou a partir da década de 50
estudos no sentido de desenvolver sistemas logicos que pudessem envolver
contradicoes, motivado por questoes de natureza tanto filosoficas quanto
matematicas. Os sistemas de da Costa se estenderam muito além dos de
Jaskowski, abrangendo-os como casos particulares. Da Costa é reconhecido
internacionalmente como o criador das logicas ditas paraconsistentes (o termo
"paraconsistente", que literalmente significa "ao lado da consisténcia", foi
cunhado somente em 1976 pelo filésofo peruano Francisco Mir6é Quesada).
Como campo de pesquisa, a logica paraconsistente desenvolveu-se ex-
traordinariamente a partir de entao, tendo atraido a atencao de numerosos
logicos e filosofos em todo o mundo. Em 1997, realizou-se em Gent, na
Bélgica, o Primeiro Congresso Mundial sobre Paraconsisténcia. O segundo
foi realizado no Brasil em 2000 e o terceiro em 2003 na Franca. A par-
tir de 1991, a celebrada Mathematical Reviews (talvez o principal indice de
matematica e ciéncias afins da atualidade) passou a contar com o verbete
00B38: Paraconsistent Logic. A partir de 2000, este verbete foi incorporado
a um mais amplo envolvendo topicos similares. Isso significa que um novo
ramo do conhecimento foi criado, por sinal bastante amplo, como indica a
expressao paraconsisténcia’ usada nos congressos, que nao se limitam a ser
encontros de logicos. Em termos de ciéncia ciéncia brasileira, isso significa
muito. No Brasil, grande parte devido a influéncia de da Costa, originou-se
uma forte escola de logica, inicialmente em Sao Paulo e Campinas, havendo
surgido logicos que granjearam reputacao internacional. Hoje, a logica para-
consistente constitui tema obrigatério de estudo de qualquer estudante de
logica, filosofia ou ciéncia da computacao mas, devido as aplicagoes recentes
cada vez mais interessantes que tem encontrado, tem interessado também a
estudantes de fisica e de engenharia, além da matemaéatica, obviamente. Para
maiores detalhes sobre este tema, o leitor pode consultar as obras de da Costa
listadas nas nossas referéncias; sobre os trabalhos de Vasiliev, ver [Arr90|.
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Apéndice A
Reticulados e Algebras de Boole

UANDO VIMOS A semantica do Célculo Proposicional, usamos o conceito

de Algebra de Boole. Como tais algebras tém uma importancia geral, é con-
veniente que vejamos sua defini¢ao, e isso sera aqui feito a partir da definicao
de reticulado. Novas analogias com a fisica poderao entao ser introduzidas.

Defini¢ao 3.4.1 Um reticulado € uma estrutura R = (X, M, ), sendo:

(1) X um conjunto nao vazio;
(2) M e U operagoes binarias sobre X;?
(3) Para todos z, y e z de X tem-se:

(i) zMNy=yNzexUy=yUzx (comutatividade)

(i) xMN(yNz)=(zNy)NzexzlU (yUz) = (xUy) Uz (associatividade)
(ili) xMax =z e x Uz = x (idempoténcia)

(iv)zMN(zUy) =2 ez U (zMy)x (absor¢io)

Como ocorre normalmente, ao invés de nos referirmos a estrutura R, é
comum dizer que X é um reticulado (referido-nos, deste modo, somente ao
conjunto em consideragao). Por vezes, procederemos deste modo. O elemento
My (xUy) é dito produto, infimo, encontro (respect., soma, supremo, jungao)

3Uma operacao binaria sobre X & uma aplicacdo de X x X em X. Se  denota
uma tal operagao, a imagem do par (z,y) pela aplicacdo * é em geral denotado por z * y;
seguiremos este procedimento. Por exemplo, na defini¢do em questdo as notacoes z My e
x Uy sdo as imagems de (z,y) por I e L respectivamente.

29
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de x e y. Os termos ‘produto’ e ‘soma’ serao usados alternativamente para
denotar tais elementos, no que se segue.

Pode-se mostrar que qualquer conjunto finito z1,...,x, de elementos de
X tem uma soma e um produto, denotados respectivamente por \/;_, z; e

/\?:1 Li-

Exemplo 3.4.1 Seja Y conjunto qualquer e considere X = P(Y). Entao,
para x e y em X, poe-se: x My =g v Ny e x Uy =q.5 v Uy. E facil ver que
a estrutura que daf resulta é um reticulado (veja exercicio abaixo).

Exemplo 3.4.2 Tome X como sendo o conjunto dos niimeros naturais nao
nulos 1,2,... e defina x My =g4er mdc(z,y) e v Uy =qo5 mme(x,y) para
quaisquer = e y em tal conjunto.* Neste caso, também resulta que a estrutura
assim obtida é um reticulado (exergicios).

Observagao: Um conjunto parcialmente ordenado (poset) é um par (X, R)
constituido por um conjunto nao vazio X e uma relagao de ordem parcial R
sobre X, ou seja, uma relacao binaria sobre X que é reflexiva, anti-simétrica
e transitiva. Em geral, ao invés de xRy, escreve-se x < y para se designat
que o par (x,y) esta na relagdo R, mas observa-se que nem sempre < denota
a conhecida relacao de ‘menor ou igual que’ entre ntimeros. Nessa situacao,

Definicao 3.4.2 Seja R um reticulado. Sobre X definimos a rela¢ao segquinte,
para todos x ey de X:

r<ysee xly=xsee Uy =1y

Considerando o primeiro exemplo dado acima, nota-se que a < b se e
somente se a C b, ou seja, se a for subconjunto de b. No segundo exemplo,
repare que, por exemplo, 1 < 3,3 <9, mas —(2 < 3) pois o mmc entre 2 e 3
nao ¢ 3 (nem o mdc entre eles é 2).

E imediato provar que < é uma ordem parcial sobre X.

Exercicio 3.4.1 Confirme o que se disse nos exemplos 1.1 e 1.2 acerca das
estruturas em questao serem reticulados. Prove que a relagao <, tal como
definida no paragrafo precedente, é de fato uma relagao de ordem parcial
sobre X.

4Usaremos p simbolo ‘=g’ para denotar ‘igual por definigio’.
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3.5 Reticulados como sistemas ordenados

A definigao acima estabeleceu um reticulado como uma ‘estrutura algébrica’,
ou seja, como um certo conjunto dotado de operagoes e relacoes entre seus el-
ementos satisfazendo determinadas propriedades. No entanto, um reticulado
¢ uma estrutura tao peculiar que também pode ser visto como uma ‘estru-
tura de ordem’.® Para tanto, admita que, ao invés de partirmos do conjunto
X munido das duas operacoes binarias referidas na definicao acima, através
das quais pudemos definir a ordem parcial como fizemos, partissemos de um
sistema parcialmente ordenado (X, <) (ou seja, de um conjunto X dotado
de uma ordem parcial <).

Entao, munidos tao somente da ordem parcial sobre X, poderiamos definir
as operacgoes 1 e LI como se segue: para quaisquer x e y de X, My é tomado
como o infimo do conjunto {z,y}, ou seja, aquele elemento elemento i € X
tal que (1) i < xMi <y para todos x e y de X e (2) se a < xMa <y para
algum a € X, entao a < i. Analogamente, x Ly serd o supremo de {z,y},
ou seja, aquele elemento s € X tal que (1) x < sMy < s para todos z,y € X
e (2)sex<aly<a,entdo s < a.

Nada garante que, num sistema ordenado (X, <), exista o supremo ou
o infimo de dois de seus elementos (na verdade, deveriamos dizer ‘supremo
e infimo do conjunto formado pelos dois elementos’); mas, no entanto, se
tais elementos existirem, resultam validas as condicoes da definicao dada de
reticulado, de sorte que se pode estabelecer a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.5.1 Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado X
tal que qualquer subconjunto de X que tenha apenas dois elementos tem
supremo e infimo.

Ou seja, dados quaisquer z e y em X, existem o supremo e o infimo de x
e y (ou melhor, do conjunto {z,y}).

Definicao 3.5.2 Um reticulado é completo se todo subconjunto de X tem
supremo e infimo, em particular o proprio X. Em um reticulado completo,
o infimo de X ¢é denominado zero do reticulado, enquanto que o supremo

5Essa distincdo é fundamental para certos propésitos. Para Bourbaki, as estruturas da
matematica usual sao certas combinacgoes de estruturas de trés tipos basicos: algébricas, de
ordem e topolégicas; por exemplo, 0os nimeros reais sao caracterizados como constituindo
um ‘corpo (estrutura algeébrica) ordenado (ordem) completo (estrutura topolégica).
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de X ¢é denominado um (ou unidade) do reticulado. Esses elementos sao
denotados 0 e 1 respectivamente. No caso, tais elementos coincidem com o
menor e com o maior elementos de X respectivamente.’

E imediato provar que todo reticulado finito (i.e., tal que X ¢ um conjunto
finito) é completo.

Definicao 3.5.3 Um reticulado X com 0 e 1 é complementado se para
cada © € X existe um elemento ' € X (dito complemento de x) tal que
sup({z,2'}) =1 (ou seja, xUz’ = 1) einf({x,2'}) = 0 (ou seja, xMz’ =0).

O elemento z’ da defini¢ao precedente é dito complemento de x.
Para um reticulado qualquer X, tem-se o seguinte teorema, sendo z,y, z
elementos arbitrarios de X:

Teorema 3.5.1
i) (zNy)U(znz) <zN(yUz)
(i) zU(yMNz) < (zUy)MN(zUz)

Ou seja, em geral nao valem as Leis Distributivas. Quando isso acontece,
o reticulado é dito distributivo.

Exemplo 3.5.1 Para qualquer conjunto X, (P(X), C) é um reticulado com-
pleto complementado tal que 0 = 0 e 1 = X. O complemento de A € P(X)
é o conjunto A’ = X — A. Este reticulado é distributivo.

Daremos agora um exemplo importante de um reticulado que nao é dis-
tributivo. Lembremos que um espaco de Hilbert é um espaco vetorial ¥V com
produto interno (|) que é completo em relacao a norma induzida pelo pro-
duto interno (ou seja, & norma ||a|| =4.5 /(a|a); para detalhes, veja por
exemplo |[Hal78, Apéndice|. Para os propoésitos deste exemplo, basta tomar
VY como um espaco vetorial finito com produto interno, que resulta completo,
como se pode mostrar.

6Seja (X, <) um sistema parcialmente ordenado e Y C X. Um elemento a € Y &
menor elemento (minimo, primeiro) de Y se a < z para todo z € Y. Analogamente,
um elemento b € Y é maior elemento (maximo, altimo) elemento de Y se < b para
todox €Y.
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Seja entao V um espago de Hilbert e seja X como o conjunto dos sube-
spacos vetoriais de V, e seja U+ o complemento ortogonal de U € X, ou seja,
o subsepaco U+ = {a €V : (a|3),V3 € U}.

Dados U e W em X, definimos U MW como sendo a intersecao UNW, e
U U W como sendo o subespaco gerado por U U W. A razao de se proceder
deste modo é que nem sempre a uniao de subespagos é um subsepago vetorial,
como se sabe. Isso posto, é facil perceber que tais operacoes satisfazem os
axiomas correspondentes da definicao de reticulado, e além disso o subsepaco
trivial O (cujo tnico elemento é o vetor nulo de V) e o proprio V desempenham
o papel dos elementos zero e um de um reticulado, respectivamente.

Note agora que a operacao de associar a cada subsepago de V o seu com-
plemento ortogonal satisfaz as operagoes de complementacao em um retic-
ulado. Desse modo, pode-se perceber que temos as maos um reticulado
complementado. No entanto, ele nao é distributivo. Com efeito, basta tomar
Y como o espaco euclidiano 2 munido do produto interno canénico,” U, V
e W subsepagos definidos respectivamente (e adequadamente) como corre-
spondendo intuitivamente aos eixos OX, OY e a reta x = y. Nota-se entao
que X U (Y Z) =X, ao passo que (X UY) M (X UZ) =R

3.6 Algebras de Boole

Definicao 3.6.1 Uma Algebra de Boole ou um reticulado booleano ¢ um
reticulado complementado e distributivo.

Exercicio 3.6.1 Mostre que para qualquer conjunto X, o conjunto P(X)
munido da relacao C é uma algebra de Boole.

As algebras de Boole podem, alternativamente, ser caracterizadas do
modo seguinte:

Definicdo 3.6.2 Uma Algebra de Boole ¢ uma sextupla ordenada
B =(B,,M,*0,1)
na qual:

(i) B & um conjunto nao vazio

"Ou seja, para (1, %2), (Y1,y2) € Wa tem-se <(x1,x2)|(y1,y2) =def T1Y1 + T2Y2.
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(ii) U e M sao operagoes binarias sobre B; usaremos a notagao habitual My
e x Ly em sentido 6bvio.

(iii) * é uma operacdo unaria sobre B. Do mesmo modo que no item
anterior, escreveremos x* para denotar a imagem do elemento x € B pela
funcao *.

(iv) 0 e 1 pertencem a B

Ademais, para quaisquer x, y e z em B, os sequintes axiomas sao satisfeitos:
)zUy=yUxzexNy=yMNaz (comutatividade)
i) zU(yUz)=(zUy)UzexzN(yMz) = (xMy) Nz (associatividade)

iii) zU(yMNz) = (zUy)N(zlz)exzMN(yUz) = (zNy) U (zNz)
(distributividade)

(iv) (zUy) Nz =ye (xMNy) Uz =x (absor¢ao)
(v) 2Nz =2xex Uz =z (iddempoténcia)
(vi) zMa* =0e xzUz* =1 (complementaridade)

(vi) zUl=1,2MN1=z,2U0=2e2M0=0

A algebra é dita degenerada se contém um s6 elemento.

Como é comum, abusaremos da notagao e denotaremos uma tal algebra
simplesmente por B, fazendo referéncia tao somente ao conjunto em questao.

Numa &lgebra de Boole B, definimos uma relagao de ordem do mesmo
modo como fizemos para reticulados: para todos = e y em B,

r<y—xlNy=ux
ou equivalentemente
ry—rly=y

E de facil verificacdo que para todo x € B tem-se que < 1, que 0 < x
eque z <yseexlly* =0, ouseja, 0 e 1 tornam-se infimo e supremo de B
respectivamente.
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Exemplo 3.6.1 Sejam X um conjunto qualquer e P(X) o conjunto potén-
cia de X. Entao, tomando L, M, * 0 e 1 respectivamente como U, N, '
(complemento de um subconjunto de X relativo a X), ) e X, entdao P(X) é
uma algebra de Boole.

Exemplo 3.6.2 Seja (X, 7) um espago topologico tal que T denota o fecho
de x C X e z° denota o interior de x. Um conjunto x C X é uma aberto
regular se x = (7)° (ou seja, x é um aberto ‘sem buracos’). Denotando por
Ro(X) o conjunto de todos os abertos regulares de X, definimos sobre este
conjunto as operacoes seguintes, para todos u e v em Ro(X): u U v =4.r
(WU0)°, ulNMuv =4 uNuo, u* =p X —u. Isto posto, consideramos ainda
0 =p 0 el=p X. Basta agora comprovar (exercicio) que Ro(X) é uma
algebra de Boole completa.

Exemplo 3.6.3 A &lgebra de Boole 2 é definida do seguinte modo. O
dominio é o conjnto {0,1}, M e U sao definidas como = My =45 inf{z,y}
e v Uy =4.r max{x, y} respcetivamente. Ademais, 0* =1e 1* = 0.

Exemplo 3.6.4 Exemplo importante de uma &algebra de Boole ¢ dada na
axiomatizacdo de W. Noll para a mecanica do continuo.® Noll toma um
conjunto €2 de ‘corpos’ (fisicos) e uma ordem parcial < sobre Q. Se a < b,
diz-se que o corpo a é parte de b. Definindo entao 0 como aquele corpo
que é parte de todo corpo e co como o corpo do qual todo corpo é parte
(admitidos existirem), seja Q@ = Q U {0,00}. Pondo a b =4.; inf{a,b} e
a b =g sup{a, b}, é facil ver que a estrutura resultante é uma algebra de
Boole. Alias, os seis primeiros axiomas de Noll (na versdo de Truesdell) sao

precisamente aqueles que dotam o conjunto £ de uma estrutura de algebra
de Boole.

Exemplo 3.6.5 [O reticulado subjacente & Mecanica Classica] Seja
o um sistema fisico (no dominio do discurso da Mecéanica Cléssica (MC)).
Por exemplo, o pode ser uma particula classica. De acordo com o formal-
ismo matemaético standard da MC, podemos associar a ¢ uma ‘representacao
matematica’, um espaco de fase T', que é identificado com o conjunto de
todas as sextuplas de nameros reais (xi,...,zs), onde z1, Ts e T3 sdo as
coordenadas de posicao e x4, x5 e xg sao as coordenadas de momento de o.

8Descrita no livro de Truesdell [Tru77, Cap. 1].
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Ademais, assume-se que qualquer elemento p € I" representa um estado puro
que o pode assumir (os elementos de I' sao denominados ‘pontos’).

Uma varidvel dinamica (um observdvel) ) que pode ser medida sobre o é
representada por uma funcao ) de I' no conjunto dos reais. O real associado
¢ interpretado como sendo o valor da medida do observavel () para ¢ em um
determinado estado puro. Uma proposicao expressando o resultado de uma
medida do observavel @) para o num estado p € I' diz em qual subconjunto
X C 1T o objeto ponto p é encontrado com certeza.

Desse modo, a cada proposigao associa-se um elemento de P(I"), o con-
junto poténcia de I', que pode entao ser visto como o sistema de todas as
propriedades possiveis dos estados puros de I'. Ou seja, X € P(I") representa
a extensao de uma proposicao P que pode ser verdadeira ou falsa para cada
estado puro p € I': P sera verdadeira para p se p € X, e falsa se p ¢ X, ou
seja, se p pertencer ao complemento de X relativo a I'.

Observacdo: Nota-se aqui uma sutileza importante, que terd consequéncias
relevantes no contexto da fisica quantica. Trata-se a hipotese acima assum-
ida de que, a cada propriedade P, acha-se associado um conjunto X, dito
‘extensao de P’, constituido por aqueles objetos do dominio que tém a pro-
priedade P ou que, como se diz usualmente, ‘caem’ sob o conceito expresso
por P. Essa hipotese é conhecida por Principio de Frege. Falaremos mais
sobre isso oportunamente, mas repare no pressuposto de se considerar ‘con-
juntos’ como sendo as extensoes dos predicados. A dificuldade mencionada
relativamente a fisica quantica, vem do fato de que esta disciplina apresenta-
nos casos de predicados que nao tém uma extensao bem definida. Dito de
modo breve: se conciderarmos o predicado “ter spin UP na diregao X” (veja
abaixo, ond se fala mais sobre o spin), que pode ser aplicada a uma certa
colecao de elétrons, entao podemos determinar experientalmente quantos sao
os elétrons da colecao que tém tal propriedade, mas nunca quais sao eles. As-
sim, a extensao do predicado nao fica bem caracterizada. Tal assunto, no
entanto, foge aos objetivos desta Nota.

Feita a convencao acima de que as proposicoes acerca do estado de um
sistema mecanico classico podem ser feitas por referéncia a um espaco de
fase I' adequado no qual cada estado é representado por um ‘ponto’ P. Uma
proposicao expressando o resultado de uma medida estabelece em qual dos
subconjuntos S C I' o ponto P pode ser encontrado. Assim, cada proposi¢ao
p que possa ser associada a uma medi¢ao experimental corresponde a um
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subconjunto S, de I' e serd verdadeira se o ponto P que representa o estado
a que p diz respeito estd em S, e falsa em caso contrario. A conjuncao plgq
(ou a disjuncdo p Ul q) de duas proposicoes p e ¢ é verdadeira se pertence a
intersegdo S, N S, (respectivamente, pertence a unido S, U S;). Por outro
lado, o complemento p* simplesmente diz que p ¢ S,. Se sempre que p é
verdadeira ¢ também é verdadeira, entao S, C S;; este fato é escrito p < ¢
e diz-se que p implica q. E facil ver que esta relacdo é uma ordem parcial;
assim, pode-se dizer que p e q sao equivalentes, e escrever p = qse p < q e
q=p.

Isto posto, uma quantidade fisica é definida como sendo a colecao de todas
as proposi¢oes ‘experimentais’ equivalentes (no sentido acima) a uma dada
proposi¢ao; em simbolos, [p] = {q : ¢ = p}, para dada p.° Entao, a ordem
parcial acima permite definir uma orem parcial (como se pode provar) sobre
tais colegoes, pondo [p] < [q] see p < ¢, 0 que mostra que as qualidades fisicas
atribuiveis a um sistema fisico (classico) formam um sistema parcialmente
ordenado e, como vale a distributividade e as demais propriedades relevantes,
a conclusao de Birkhoff e von Neumann é que o calculo proposicional da
mecanica classica é uma algebra de Boole. Para maiores detalhes, consultar
o livro de Jauch |Jau68| e |[Jam74, loc. cit.|.

Exemplo 3.6.6 [O reticulado subjacente & Mecanica Quantica] Dare-
mos aqui apenas idéias bastante gerais, seguindo um exemplo informal que
fornece argumentos para que se entenda porque a logica subjacente & mecanica
quantica nao seria classica. Este argumento, no entanto, tem sofrido objegoes
por parts dos fisicos, como se pode verificar em [Pes99]. No entanto, essas
objecoes nao comprometem o que estamos descrevendo aqui, de forma que
acreditamos ser licito mater o exemplo. Para detalhes mais precisos, ver as
obras citadas acima.

Em fisica, ha certas grandezas que podem ser medidas. Um exemplo
é o spin de uma determinada particula, digamos um elétron, que pode ser
avaliada segundo uma direcdo determinada. E um fato da fisica que o spin de
um elétron pode assumir apenas um dentres dois valores : 1/2 ou -1/2 (que
vamos denotar simplesmente por + e -). Consequentemente, chamando de
s¢ o spin do elétron e na dire¢ao x, entao obviamente, em virtude do que se
disse acima, sy = + V si = —. Outro fato aceito pala mecanica quantica é o
Principio de Heisenberg (para spin), que asserta que o spin de uma particula

9Esta definigao foi dada por Birkhoff e von Neuman; o aqui exposto segue [Jam74, p.
247].
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nao pode ser medido simultaneamente em duas diregoes distintas. Suponha
agora que x e y sejam duas direcoes distintas e que obtivemos s¥ = +. Entao,
podemos dizer que

s!=4+ AN(si =+ Vsl =—)

Mas entao, usando a logica proposicional (em especial, a Lei Distributiva
aN(BVy) e (aNpB)V(aA7y)), obtemos:

(s =4+ As"=H)V (s =+ As?=—).

No entanto, qualquer uma das espressoes dessa disjuncao ou é falsa ou
sem sentido, em virtude do que se disse acima. Em outras palavras, a Lei Dis-
tributiva, uma das mais fundamentais da logica tradicional, falha no contexto
da mecanica quantica. Este fato foi o ponto de partida para uma das mais im-
portantes abordagens logico-matematicas que se fez a fisica feita neste século,
devida a J. von Neumamm e G. Birkhoff, na década de 30. Em resumo, eles
verificaram que o reticulado subjacente as proposicoes da mecanica quantica
nio era uma Algebra de Boole, como ocorre no caso da MC, em virtude
da falha da Lei Distributiva. Na verdade, a estrutura algébrica que se usa
é o que se denomina um reticulado modular ortocomplementado. Os
detalhes devem ser vistos nos livros acima mencionados.

3.7 Algebra de Lindenbaum associada ao Cal-
culo Proposicional Classico

Dito de modo geral, uma algebra de Lindenbaum, ou de Lindenbaum-Tarski,
¢ um conjunto de classes de equivaléncia obtidas a partir de uma relacao
de equivaléncia (desejavel que seja ainda uma congruéncia) definida sobre o
conjunto de formulas de uma certa logica. Veremos de que forma se obtém
a algebra de Lindenbaum associada ao calculo proposicional classico.

Seja F o conjunto das féormulas do calculo proposicional classico, o qual
denotaremos por L. Para formulas A e B em F, definimos a relagao seguinte:

A=B see FA— B

Exercicio 3.7.1 Prove que = é uma relacao de equivaléncia sobre F.
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Denotaremos as classes de equivaléncia obtidas como acima por [A], para
A € F, de sorte que temos o conjunto quociente

Flo={lA: AcF}

Definimos agora

[A] < [B] see FA—B

Exercicio 3.7.2 Mostre que a definicao de < independe da escolha das for-
mulas de F usadas para defini-la e que < é uma relacao de ordem parcial
sobre F.

Teorema 3.7.1 C = (F/=, <) é uma algebra de Boole.
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Apéndice B
Inducao e Recursao

3.8 Inducao

Um tipo de construgao muito 1atil em logica e em matematica é aquela que nos
permite ’construir’ um certo subconjunto de um dado conjunto X partindo
de um elemento qualquer de X (ou de alguns elementos) e, aplicando certas
operacoes, exprimir a idéia do "e assim por diante". O conjunto procurado
é 0 'menor’ conjunto que contém o(s) elemento(s) destacado(s) e é fechado
para as operacoes em questao. Qualquer elemento deste subconjunto sera
um elemento de X que pode ser obtido a partir do(s) elemento(s) inicial(ais)
pela aplicacao das operacoes em selecionadas um nimero finito de vezes.

Por simplicidade, consideremos um caso particular no qual h& conjunto
inicial

BCX

e uma classe F' de funcoes com pelo menos dois elementos f e g, sendo
f X xX—Xeg: X—X.

Sendo a,b € B, o conjunto procurado, que vamos chamar de C, contera por
exemplo

b, f(b,0),9(a), f(g(a), f(a,b)), 'e assim por diante’

Dizemos que S C X é indutivo se B C S e S é fechado para as operacoes
f e g. Seja C a intersecao de todos os subconjuntos indutivos de X; é facil
ver que C' é indutivo e que é o 'menor’ conjunto indutivo, no sentido de estar
contido em todos os outros. Este C' é dito gerado por B mediante f e g.
Vem entao o seguinte

71
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Principio de Indugao Suponhamos que C' seja gerado por B por meio
das fungoes em F. Se S é um subconjunto de C' que inclui B e é fechado
relativamente as operacoes de F, entao C' = S.

Como obter este conunto C7 Um modo de gerar C' a partir de B C X por
meio de fungoes em F' é o seguinte. Chamamos de seqiiéncia de formagao
uma seqiiéncia finita

(oy .oy Tp)
de elementos de X tais que, para cada v < n,
x; € B ou
x; = f(z;,2%), com j, k <iou

x; = g(z;), com j < i.

Assim, C' sera o conjunto de todos os x que sao o ultimo elemento de uma
seqiiéncia de formacao. Para obté-lo, basta consider C), como o conjunto de
todos os = cujas seqiiéncias tém comprimento n. Entao vem que

C,=B e C:UCn.

Um exemplo importante, que explica o proprio sentido da palavra ’in-
dugdo’ (finita) em matemaética é o seguinte.' Suponha que X é o conjunto
dos nimeros naturais, que chamaremos, como é usual, de N. Sejam ainda
B = {0} e f: N+ N a tnica fun¢ao em F, dita 'func¢ao sucessor’, definida
assim: para cada z € N, f(x) = x+1. Deste modo, as seqiiéncias (xq, ..., T,)
ficam:

(0)
(0,1)

(0,1,2)

10A palavra 'finita’ foi colocada aqui entre parénteses porque ha outras formas de indugao
distintas da que estamos considerando, como a inducéo transfinita.
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Entao, sendo C,, como acima para n € N, temos que o conjunto resultante
C' é o proprio conjunto N, ou seja,

c=Jc. =N

Em outras palavras, N é o 'menor’ conjunto indutivo gerado a partir do
zero (na verdade, a partir do conjunto cujo unico elemento é o zero) por
meio da funcao sucessor. Em outras palavras, como C' é o 'menor’ conjunto
indutivo, entao N é o 'menor’ conjunto de ntmeros naturais que contém
0 zero e o sucessor de cada um de seus elementos, ou, como expressamos
informalmente,

N={0,1,2,...}.

Vejamos um outro exemplo utilzando aquilo que ja aprendemos antes.
Aqui, X é o conjunto de todas as expressoes da linguagem do Calculo Proposi-
cional Classico estudado anteriormente. QQueremos caracterizar o conjunto
C de suas formulas. Para isso, vamos considerar um conjunto inicial B de
todas as variaveis proposicionais A, B, C, ... (que, como vocé deve lembrar,
sao formulas). Entdo, para F' tomamos o conjunto cujos elementos sdo as
funcoes abaixo definidas, para « e (§ formulas quaisquer:

(o) = —a

Enla, B) =aAp

Sula, B) =aV B

(o, f)=a—p

fela,B)=a <

Tomamos agora todas as seqiiéncias finitas (zo, . .., ) com zo € B (ou

seja, Ty ¢ uma variavel proposicional) e para cada x; restante, ou z; = £.(x;),
com j < iouz; =&(xj,xk), com j,k <iexe{AV,— <} O conjunto
de todos os x, assim obtidos é precisamente o conjunto das féormulas de
nosso calculo. O Principio da Indugao vai dizer que esse conjunto é o menor
conjunto que contém todas as féormulas.
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3.9 Recursao

Como anteriormente, sao dados X e B C X, além de duas fungoes f e g como
acima (como acima, ficaremos restritos a este caso particular mais simples).
Seja C' o conjunto gerado por B a partir de f e g. O problema agora é definir
uma funcao h sobre C' qua aja resursivamente. Intuitivamente, isso funciona
do seguinte modo: supomos que seja dados

1. Regras para computar h(x), para cada = € B
2. Regras para computar h(f(z,y)), fazendo uso de h(x) e de h(y)

3. Regras para computar h(g(z)), usando-se h(x).

Tomemos um exemplo. Seja B um conjunto qualquer de variaveis proposi-
cionais do nosso calculo. Vimos que uma wvalora¢ao ¢ uma aplicacao v : B +—
2; como anteriormente, se v(P) = 1, dizemos que P é verdadeira para a
valoracao dada, e P sera falsa se v(P) = 0. Seja agora o conjunto C' gerado
por B a partir das funcoes &-,&x, &y, € e £, acima.

Vamos agora definir, para cada valoracao v, uma aplicacao v’ : C' +— 2
como fizemos na se¢ao2.1, ou seja:

(a) Para cada P € B, V'(P) = v(P)

(b) v'(ma) = (v'(«))*, onde z* denota o complemento de x na algebra de
Boole 2

(c) v'((a = B)) = (v(a))" U (0), ete.

Como dito naquela oportunidade, a questao agora é provar que h& uma
tinica v que preenche as condigoes acima. O que garante isso é o Teorema da
Recursao visto a seguir.

3.10 O Teorema da Recursao

Como deve ter ficado claro acima, a idéia intuitiva da inducao é a de, por
assim dizer, legitimar o ‘e assim por diante’. Ou seja, admita que iniciamos
com um certo elemento a (em algum conjunto X) e, mediante alguma fungao
h definida sobre X, obtemos h(a), h(h(a)), ‘e assim por diante’. Ou seja,
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a funcao h, tomada reiteradamente, fornece algum modo de ‘passar de um
elemento de X para outro’, e deste para outro ainda, e assim por diante.
A partir dessa funcao h definimos entao uma outra funcao f : N — X
pondo f(0) = a, f(1) = h(a) = A(f(0)), f(2) = h(1) = h(f(1), e (de
novo!!) assim por diante. A func¢do f prové entdo a idéia de que formamos
uma sequéncial’ mediante os valores sucessivos da funcao h; o ‘e assim por
diante’ seria justificado se conseguirmos explicar adequadamente o processo
de indugao. O artificio da indugio (i.e., a sua ‘descrigao precisa’) teria que
dizer que faz sentido haver uma funcao como a f acima, definivel a partir de
uma tal h. Mas, serd que ha mesmo uma tal funcao? A garantia desse fato
vem do teorema abaixo.

Teorema 1 (Recursao) Seja P um sistema de Peano e X um conjunto
qualquer tal que a € X. Ademais, seja h : X — X uma funcao. Entao existe
uma unica fungao f: N — X tal que:

f(0)=a
f(Sn) = h(f(n)), para todo n € N

Demonstrac¢ao: Uma funcao de N em X é um certo conjunto de pares ordena-
dos da forma (n,z), comn € Ne x € X. Chamemos de C a colecao de todos
os subconjuntos A de N x X para os quais (0,a) € A e que (Sn,h(x)) € A
sempre que (n,z) € A. Evidentemente esta cole¢ao nao é vazia, posto que ao
menos N x X tem estas propriedades. Seja f a interse¢ao de todos os conjun-
tos desta colecao, a qual pertence a C, ou seja, tem também as propriedades
desejadas. Se mostrarmos que f é uma funcao, teremos obtido o que solicita
o teorema. Faremos a prova por indugao, olhando-a do seguinte modo: o que
estamos tentando provar é que se (n,x) € f e se (n,y) € f, entdo x = y.
Ou seja, a ‘propriedade’ (vamos designé-la ‘P’) de niimeros naturais a ser
investigada ser uma propriedade de todos os niimeros naturais ¢ a seguinte:
“para cada n € N existe um unico z tal que (n,z) € f7. Inicialmente veremos
que 0 tem esta propriedade. Ja temos que (0,a) € f por definigao de f; resta
provar que nao ha outro b # a tal que (0,b) € f. Com efeito, se ha um tal b,
podemos considerar o conjunto f—{(0,b)}, que ainda contém (0, a) e contém
(Sn,h(x)) se contém (n,x); con efeito, como para todo n tem-se que Sn # 0,
entao (0,b) # (Sn, h(n)), ou seja, o elemento eliminado de f nao é por certo

"Uma sequéncia de elementos de um conjunto X nada mais ¢ do que uma funcio de N
(o conjunto dos niimeros naturais) em X.
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(Sn, h(z)). Consequentemente, o conjunto f — {(0,b)} pertence a colecao C
definida acima. mas entdao ha um ‘menor’ conjunto (a saber, f —{(0,b)}) que
pertence a colecao e tem as propriedades requeridas para f, e f nao poderia
ser o ‘menor’ deles (a intersegdo de todos os conjuntos da cole¢ao C'). Logo
nao pode haver tal b e portanto 0 tem a propriedade acima mencionada.
Suponhamos agora que n tem a propriedade P (hipotese de indugao). Quer-
emos mostrar que Sn também tem a propriedade P. Para tanto, note que
a hipotese de inducgao indica que existe um tnico x € X tal que (n,z) € f.
Mas entao (por defini¢ao de f), temos que (Sn,h(z)) € f. Se fosse o caso
de Sn ¢ f (isto é, se Sn nao tem a propriedade P), entdo (Sn,y) € f para
algum y # h(x). Formemos, em analogia como o que fizemos acima, o con-
junto f — {(Sn,y}, o qual contém (0,a) como elemento, posto que 0 # Sn
para todo n e que conjunto diminuido contém (Sm,h(t)) sempre que con-
tém (m,t). Entao, das duas uma: m = n ou m # n. No primeiro caso, o
conjunto diminuido contém (n, h(x)) posto que h(z0 # y pela imposi¢ao que
fizemos acima. Se por outro lado m # n, entdo como Sm # Sn (a fungio
sucessor é injetiva), vem que o conjunto diminuido contém (Sm,h(t)). Em
outras palavras, o ‘conjunto diminuido’ acima pertenceria a familia C' e seria
‘menor’ que f, contra a hipotese. Logo, Sn tem que ter a propriedade P e f
é de fato uma fung¢ao, como querfamos demonstrar. O



Apéndice C
O significado das provas

O claro entendimento do significado de uma prova, ou demonstragao, é uma
das maiores conquistas da matematica, e deve isso ao desenvolvimento da
logica. Até meados do século XIX, as demonstracoes careciam do rigor com
que hoje estamos familiarizados. A este respeito, devemos dizer alguma
coisa, principalmente com o intuito de mostrar que o proprio significado da
palavra '"demonstragao’ evolui com o tempo e tem tido hoje em dia um papel
relevante, principalmente devido as ’provas’ realizadas por computadores.
(a ser escrito)
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